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Vorwort des Herausgebers. 

Der Berichterstattung über wissenschaftliche lâteratur falleii zwei 
verschieden geartete Aufgaben zu: einestcils hat sie mit moglichster 
Vollstândigkeit und Raschheit über die j(‘weils erscheinende Zeit- 
schriftenliteratur zu orientieren, andererseits muB versucht werden, 
auch von Zeit zu Zeit ein Fazit ans dem nun wirklich lîrreichten zu 
ziehen. Wàhrend in allen Wissenschaften seit langi'in klar ist, wie die 
erste Aufgabe im Prinzip zu bewaltigen ist, sind die prinzipiell ver- 
schiedensten Versuche gemacht worden, auch das zweite Problem zu 
lôsen. 

Nach einer nun etwa 30 jahrigen Erfahrung steht wohl fest, daB die 
Form einer den gesamten Bereich der Matheniatik und ihrer Nachbar- 
gebietc umfassenden Enzyklopadie noch nicht das ist, was aile Wünschc 
befriedigt. Weit davon entfernt, zu glauben, daB das hier beginnende 
Unternehinen allen Anforderungen gerecht werden konnte, die man an 
eine zusammenfassende Berichterstattung stellen kann, so soll hier 
(loch der Versuch gemacht werden, mit einer grundsiitzlich anderen 
Méthode vorzugehen. 

Die ,,Ergebnisse der Mathematik'* sollen namlich so elastisch als mog- 
lich der Entwicklung unserer Wisscnschaft zu folgen vermogen. Ihr 
Ziel ist, in einzelnen selbstandigen Berichten in Problemstcllung, Lite- 
ratur und hauptsachliche Entwicklungsrichtung spezieller moderner Ge- 
biete einzuführen. Sie wollen damit auch der tatsachlichen Lage der 
Dinge Rechnung tragen, indem sie jedem Forscher Gelegenheit geben 
wollen, sich die Berichte zu beschaffen, die sein Arbeitsgebiet direkt 
betreffen, ohne ihn zu zwingen, sich gleichzeitig mit cinem dem Ein- 
zelnen praktisch unerschwinglichen Apparat eines umfangreichen Hand- 
buches der Gcsamtwissenschaft zu belasten. 

Es werden demgemâB von nun an eine Reihe von Berichten aus 
allen in Entwicklung begriffenen Gebieten der Mathematik und ihrer 
niiehsten Anwendungen crscheinen, die auf einem Umfang von durch- 
schnittlich je 6 bis 7 Bogen über die Entwicklung der letzten Dezennien 
referieren sollen. Je nach dem Tempo des Fortschrittes werden dann 
in spàterer Zeit laufend P'ortsetzungen erscheinen. Bei der ganzen Lage 
der Dinge ist es selbstverstandlich, daB keine streng formule Einheitlich- 
keit dieser Berichte erstrebt werden kann: je nach dem Stand der be- 
reits vorliegenden Literatur wird mehr oder weniger als bekannt voraus- 
zusetzen sein, wird demnach mehr der Typus eines reinen Literatur- 
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berichtes oder einer stàrker lehrbuchartigen DarsteUung gewàhlt werden 
müssen. Der Gesamtplan der „Ergebnisse“ ist allerdings so angelegt, 
dafi in absehbarer Zeit Berichte über fast aile modernen Gebiete wenig- 
stens der reinen Mathematik vorliegen werden, so daB im ganzen doch 
eine môglichst umfassende Übersicht über die neuere Entwicklung der 
Mathematik erreicht werden kann. In der Zusammenfassung von je 
5 Berichten zu einem Band wird aber auf eine sachliche Gruppierung 
verzichtet — zeigt doch die Erfahrung, daB aile derartigen Systemati- 
sierungsversuche eher eine Belastung als eine Erleichterung für den 
Nachsuchenden darstellen. 

Für die Literaturangaben werden die seit kurzem international an- 
erkannten Regeln zur Anwendung gelangen. 

Die Schriftleitung des 
Zentralblattes für Mathematik 
und ihre Grenzgebiete. 
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Einleitung. 

Die Knotentheorie knüpft an die anschauliche Aufgabe an, zu ent- 
scheiden, ob sich zwei geschlossene Fâden ans dehnbarer, aber undurch- 
dringlicher Substanz durch stetige Abânderung in Fâden von kongru- 
enter Gestalt überführen lassen. Schlâgt man z. B. in einen offenen 
Faden einen Knoten im Sinne der Umgangssprache und vereinigt als- 
dann die beiden Enden des Fadens, so entsteht ein Gebilde, das nicht 
mehr stetig in Kreisgestalt deformiert werden kann. 

Zur mathematischen Formulierung der genannten Aufgabe bat man 
mathematische Reprâsentanten für die Fâden anzugeben und sodann 
Deformationen für dieselben zu erklâren. Das ist natürlich auf ver- 
schiedene Weise moglich. Naheliegend ist z. B., für die Fâden doppel- 
punktfreie, geschlossene, stetige Kurven des dreidimensionalen euklidi- 
schen Raumes zu nehmen und unter Deformationen stetige Abânde- 
rungen dieser Kurven ohne Selbstdurchdringungen zu verstehen. Ge- 
nauer : sind Xi, X 2 , x^ kartesische Koordinaten und 

0) ïiW = (Xli((). X2i((), X 3 i(/)) (t = i,2; 0 â / Ê? 27t) 

^wei punktfremde Kurven in Parameterdarstellung, welche durch t 
eineindeutig und stetig auf den Kreis 

(2) x^ — cost, X 2 == sin^ 

abgebildet sind, so môge i^{t) in jgW deformierbar heiBen, wenn es 
eine Schar von Kurven 

( 3 ) 271 ;, 1 ) 

gibt, die durch t je eineindeutig und stetig auf den Kreis (2) abgebildet 
werden und die eine doppelpunktfreie Flâche y(/, r) überstreichen 
Statt dieser Einbettungen in Kurvenscharen kann man auch Abbildungen 
des Gesamtraumes auf sich als Klassifikationsprinzip verwenden: Zwei 
Raumkurven (1) môgen âquivalent heiBen, wenn es eine eineindeutige 
stetige Abbildung 

4 = fkiXi, Xz, X 3 ) (Æ = 1,2, 3) 

des euklidischen Raumes auf sich gibt, für die 

W» ^21 ^31 ( 0 ) {k = 1,2,3) 

ist. 


Ergebnisse der Mathematik. I. Reidemeister. 


1 



2 


Einleitung. 


[8 


Beide Fassungen sind aber zu allgemein, weil allgemeine stetige 
Kurven anschaulich nicht faBbare Eigenschaften haben und spezielle 
stetige Kurven, z. B. Polygone, hinreichen, um an ihnen die anschau- 
lichen Kurven zu studieren. Dementsprechend werden im folgenden 
nur Polygone aus endlich vielen euklidischen Strecken betrachtet und 
verlangt, daB die Kurvenschar (3) ebenfalls nur aus Polygonen besteht. 
Die erlaubten Abanderungen der Polygone kann man aus solchen 
speziellen Deformationen zusammensetzen, bei dcnen jeweils nur eine 
oder zwei aneinanderstoBende Strecken des Polygons betroffen werden. 
So ergibt sich die Begriffsbildung in 1 , 1 als eine natürliche Konsequenz 
aus dem anschaulichen Ausgangspunkt. 

DaB sich nicht aile stetigen Kurven in Polygone deformieren lassen 
und die in ( 1 ) und (3) formulierte Klassifikationsaufgabe umfassender 
als die in 1 , 1 formulierte ist, zeigt z. B. eine von Tietze in den 
Mh. Math. Phys. Bd. 19 S. 34 angegebene Kiirve mit unendlichfacher 
Verknotung; sie entsteht durch unendlich oft iteriertes Aneinander- 
hangen von Polygonknoten. Die in Polygone deformierbaren Raum- 
kurven lassen sich in dreidirnensionale Schlâuche einbetten, die von 
Kugeln überstrichen werden, deren Mittelpunkte langs der Kurven 
entlang wandcrn; sie sind also auch hiernach in der Tat zur Reprâsen- 
tation anschaulicher Fâden, die ja iminer eine gewisse Dicke nicht 
unterschreiten, geeignet. 

Man kann die Knotentheorie tiefer fundieren, indem man nach den 
für die Knotenklassifikation maBgebenden Eigenschaften des euklidi- 
schen Raumes fragt. Es sind dies gewisse topologische Eigenschaften 
des Raumes : das Knotenproblem ist nichts anderes als das sog. Isotopie- 
problem für einfache Kurven in der dreidimensionalen Sphâre. Ein 
Aufbau der Knotentheorie als Teil von Isotopieuntersuchungen ist 
jedoch in extenso noch nicht vorgenommen. Die Methoden der kom- 
binatorischen Topologie z. B. kommen nur in einem Versuch Dehns, 
den Kreis zu kennzeichnen, zur Anwendung, und gerade diese Arbeit 
laBt die eigenartigen Schwierigkeiten erkennen, mit denen die kom- 
binatorische Méthode zu kâmpfen hat, So lâBt sich die Définition der 
Knoten mit Hilfe euklidischer Polygone heute auch aus der Lage der 
wissenschaftlichen Entwicklung rechtfertigen. 

Wie steht es nun mit den Ergebnissen der Knotentheorie? Die 
elementaren an die Gestalt der Knotenprojektionen anknüpfenden Über- 
legungen,die sichzunâchst aufdràngen, haben keine bewiesenen Resultate 
gezeitigt. Es ist zwar leicht, notwendige Bedingungen der topologischen 
Àquivalenz von Kurven anzugeben, aber es gelingt nicht, diese Eigen- 
schaften an einer vorgelegten Kurve festzustellen. Dieselbe Schwierig- 
keit machte sich zunâchst geltend, als Poincaré den Mannigfaltig- 
keiten und damit den Knoten gewisse Gruppen zuordnete (die Gruppe 
des Knotens ist die Fundamentalgruppe des Raumes, der aus dem 
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euklidischen Raume entsteht, wenn man die Punkte des Knotens aus 
ihm herausnimmt). Wirtinger und Dehn gaben zwar Methoden an, 
die Erzeugenden und definierenden Relationen dieser Gruppe aus der 
Knotenprojektion abzulesen, und es lieB sich jetzt z. B. beweisen, da6 
die Kleeblattschlinge kein Kreis ist und daB die Kleeblattschlinge nicht 
in ihr Spiegelbild deformierbar ist. Die Beantwortung allgemeiner 
Fragen scheiterte aber an der Schwierigkeit, das gruppentheoretische 
Hilfsmittel auszuwcrten, das die Entdeckung Poincarés dem Geometer 
in die Hand gegeben batte. 

So erscheint die weitere Fortentwicklung der Knotentheorie eng 
mit dem Fortschreiten der Gruppentheorie verknüpft. In der Tat 
kann man die meisten bekannten Knoteneigenschaften nach einem 
einheitlichen gruppentheoretischen Verfahren aus der Gruppe des 
Knotens bestimmen, nâmlich aus dem Verfahren, Erzeugende und 
definierende Relationen von Untergruppen aufzustellen. Wenn auch 
die Torsionszahlen und das I-Polynom des Knotens von Alexander 
ohne direkte Benutzung dieses Verfahrens angegeben wurden, so 
ordnet sich doch seine Ableitung ganz naturgemâB den allgemeineren 
Überlegungen ein, die zum Bewcis des gcnannten gruppentheoretischen 
Verfahrens dienen. 

Über die Gruppe hinaus geht die dem Knoten zugeordnete quadrati- 
sche Form; in ihr drückt sich die Tatsache aus, daB die aus der Knoten- 
projektion abgelesenen Erzeugenden und definierenden Relationen der 
Knotengruppe von spezieller, nicht durch die Gruppenstruktur be- 
stimmter Natur sind. 

Es ist nicht schwer, einen Aufbau der Knotentheorie zu entwerfen, 
in welcher die Gruppe des Knotens und das Verfahren zur Bestimmung 
von Untergruppen in den Mittelpunkt gerückt ist. Man kann z. B. 
an Kapitel 1 sofort die geometrisch inhaltliche Définition der Knoten- 
gruppe in 3, 8 und 9 und die Bestimmung der Torsionszahlen und des 
L-Polynoms in 3, 6 und 7 anschlieBen. Dieser Aufbau bietet sogar 
merkliche Vorteile, weil er die Invarianzbeweise für die Gruppe, für 
die Torsionszahlen und das L-Polynom auf die Angabe ihrer invarianten 
geometrischen Bedeutung reduziert. Ich habe es aber vorgezogen, den 
formai elementaren Charakter der aus Matrizen bestimmbaren Eigen- 
schaften des Knotens herauszuarbeiten und diese Zusammenhânge für 
sich in Kapitel 2 zu begründen, um so den Arbeiten von Alexander 
einerseits und der merkwürdigen quadratischen P'orm des Knotens 
andererseits besser gerecht zu werden. 



Erstes Kapitel. 

Knoten und ihre Projektionen. 

§ 1. Définition des Knotens. 

Um den Begriff des Knotens (5; 28)* zu erklàren, betrachten wir ge- 
schlossene doppelpunktfreie Polygone des euklidischen Raumes ans 
endlich vielen euklidischen Strecken und verstehen unter der Deformation 
eines Polygons die Erzeugung eines neuen Polygons aus einem vorge- 
legten durch einen der folgenden beiden Prozesse: 

A. Set PpPi eine Sttecke des Polygons mit den Endpunkten Pp und P^, 
seien PpPp^i und Pp^xP^ zwei dem Polygon nicht angehôrende Strecken 
mit den Endpunkten Pp,Pp^\ bzw. Pp+i.Pj. Die Dreiecksjlâche PpPp+xP-x 
hàbe aufier der Strecke Pp Pi kcinen Punkt mit dem Polygon gemeinsam. 
Alsdann werde PpPi durch PpPp+i, Pp+iP^ ersetzt. 

A' sei der zu A inverse Prozeü: Das aus drei zyklisch aufeinander- 
folgenden Eckpunkten Pp, Pp+i, Pi des Polygons gebildete Dreieck 
PpPp+iPi habe auBer den Strecken PpPp+i, Pp+iPi keinen Punkt mit 
dem Polygon gemeinsam. Alsdann werde PpPp+i, Pp+jPj durch PpPi 
ersetzt. 

Polygone, die durch eine Kette von Deformationen auseinander 
hervorgehen, môgen isotop und eine Klasse isotoper Polygone ein 
Knoten heiBeil. Wir nennen übrigens auch das Polygon selbst einen 
Knoten , obgleich wir es genauer als den Repràsentanten eines Knotens 
bezeichnen müBten. 

Eigenschaften eines Polygons, die bei Abânderungen A, A' erhalten 
bleiben, nennen wir Knoteneigenschaften des Polygons. Die Aufgabe 
der Knotentheorie ist es, einen Überblick über aile Eigenschaften eines 
Knotens zu gewinnen, d. h. aile Deformationsinvarianten eines ge- 
schlossenen doppelpunktfreien Polygons anzugeben. 

Ein Knoten, der zu einem Dreieck isotop ist, môge ein Kreis genannt 
werden. Ein Polygon, das nicht zu einem Dreieck isotop ist, heiBe 
verknotet. 

Einen Knoten kann man durch Festlegung eines Durchlaufungs- 
sinnes richten und die Klassifikationsaufgabe auf diese gerichteten 
Streckenzüge erweitern. Der zu einem gerichteten Knoten entgegen- 
gesetzt gerichtete heiBe der inverse Knoten; ein Knoten heiBe sym- 

♦ Diese Ziffern beziehen sich auf das am SchluB des Heftcs befindliche Literatur- 
verzeichnis. 
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metrisch, wenn die beiden durch Orientierung aus ihm entstehenden 
Knoten isotop sind. Ein Knoten heifie amphicheiral, wenn er zu seinem 
râumlichen Spiegelbild isotop ist. 

An Stelle einzelner Polygone kann man Système von endlich vielen 
geschlossenen doppelpunktfreien und untereinander punktfremden Poly- 
gonen betrachten und den Abânderungen A und A' unterwerfen. Für 
diese Deformationen ist sinngemàO zu fordern, daü die Dreiecksflàche 
PpPp^xP^ keinen Punkt mit den Polygonen des Systems, auBer den 
Strecken, welche bei dcr Deformation ersetzt werden, gemeinsam habe. 
Zwei solche Système môgen isotop oder dieselbe VerkeUung heiBen, 
wenn sie sich durch endlich viele der Deformationen A und A' ineinander 
überführen lassen. Die einfachste Invariante einer Verkettung ist die 
Zahl der zu ihr gehôrigen Polygone, sie heiBe die Ordnung der Ver- 
kettung. 

§ 2. Regulâre Projektionen. 

Die bequemste Handhabe zur Festlegung eines einzelnen Knotens 
bieten die regulâren Projektionen von Polygonen. 

Wir nennen cine Parallelprojektion eines Polygons regulâr, wenn ein 
projizierender Strahl hôchstens zwei Strecken des Polygons trifft, wenn 
die Projektion also nur zweifache Doppelpunkte besitzt und kein Doppel- 
punkt der Projektion einem Eckpunkt des Polygons entspricht. Man 
erschlieBt sofort, daB eine regulâre Projektion nur endlich viele Doppel- 
punkte besitzt. Denn in einer Projektion mit unendlich vielen Doppel- 
punkten müssen die Projektionen zweier Strecken des Polygons eine 
Strecke 5 von Doppelpunkten gemeinsam haben, und s wird dann von 
solchen Doppelpunkten berandet, denen Eckpunkte des Polygons ent- 
sprechen. Die singulâren Projektionsrichtungen kônnen danach aus 
zwei Gründen singulâr sein: 

a) Es gibt keine Doppelpunkte, denen Eckpunkte des Polygons 
entsprechen. In dicvSem Fall gibt es mehrfache Doppelpunkte. Dann 
trifft der Projektionsstrahl durch diesen mehrfachen Punkt mindestens 
drei Geraden, auf denen Strecken des Polygons liegen. Diese Geraden 
müssen windschief sein, weil sonst ein Doppelpunkt auftreten würde, 
der einem Eckpunkt des Polygons entspricht ; und der Projektionsstrahl 
gehôrt also dem durch die drei Geraden bestimmten einschaligen Hyper- 
boloid an. Es sind also aile singulâren Richtungen dieser Art unter den 
Richtungen enthalten, die wir erhalten, wenn wir je drei windschiefe 
Geraden, auf denen Strecken des Polygons liegen, herausgreifen, die 
durch sie bestimmten Hyperboloide und alsdann die Kegel zweiter 
Ordnung bilden, deren Erzeugende zu den Erzeugenden dieser Hyper- 
boloide parallel sind. 

b) Die Projektion eines Eckpunktes fâllt in die Projektion einer 
Strecke oder eines anderen Eckpunktes. Alsdann ist der Projektions- 
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strahl zu einer Ebene parallel, welche durch eine Strecke und einen 
Eckpunkt des Polygons hindurchgeht, der nicht Endpunkt jener 
Strecke ist. 

Die regulâren Projektionsrichtungen zerfallen danach in endlich 
viele Gebiete, deren Rânder auf den Kegeln und Ebenen der singulâren 
Projektionsrichtungen liegen. Eine nâhere Untersuchung der singulâren 
Projektionen ist übrigens von groCem Interesse. Das zeigt z. B. der 
folgende Satz über die Sehnen, welche ein Polygon in vier verschiedenen 
Punkten treffen { 26 ). Ist c die Verknotungszahl des Polygons (vgl. 2 , 1 ), 
und ist c gerade, so ist die Anzahl der vierfachen Sehnen des Polygons 
mindestens c^. Ein àhnlicher Satz gilt für Verkettungen ans zwei Poly- 
gonen und Ist Cjj die Verkettungszahl von ïj bezüglich ïj und 
C21 die Verkettungszahl von Î2 bezüglich ïj (vgl. 2 , 1 ), so ist die Anzahl 
der vierfachen Sehnen der Verkettung mindestens 2,021- 



Fig. 1. Fig, 2. 


Eine regulâre Projektionskurvc wird durch ihre Doppelpunkte 
Di, D2, ■ ■ Dn in 2 n doppelpunktfreie Streckenzüge Zj, Z2, . . -, Z2n 
zerlegt, und sie zerlegt die Projektionscbene in endlich viele Polygone 
r^, r2, . . Fg und ein uncndliches Gebiet Fq. Nach der EuLERschen 
Polyederformel ist g = n i . Die Berandungsbezichungen zwischen 
den Di, Zk, Fl, die Angabe also der beiden Doppelpunkte, welche Zk 
beranden, und der beiden Gebiete, in deren Berandung Zk vorkommt, 
nennen wir kurz das Schéma der Projektion. 

Die Projektionen môgen nun normiert werden. Wir legen für jede 
Projektionsrichtung ein Oben und Unten fest und benennen die dem 
Doppelpunkt Di der Projektion auf dem Knoten entsprechenden 
Punkte Ui und U^\ hierbei liege f/^ unter U'’ und heiCe eine Unter- 
kreuzungsstelle, eine Überkreuzungsstelle. Wir normieren die Projek- 
tion, indem wir bei jedem Di bemerken, welche von D,- ausgehenden 
Streckenzüge Zk Projektionen von Ui bzw. U'’ ausgehender Streckenzüge 
sind (Fig. i u. 2 ). Ebenso konnen wir das Schéma der Projektion nor- 
mieren. Haben zwei Polygone dieselbe normierte Projektion, so sind sie 
isotop. Haben zwei Polygone ïi und fj dieselbe Projektionskurve, ist 
hingegen die Normierung ihrer Projektionen in allen Doppelpunkten 
entgegengesetzt, so ist ïj zu dem Spiegelbilde von fj isotop. 

Alternierend môge eine Knotenprojektion heiCen, wenn jeder in einem 
Doppelpunkt überkreuzende Streckenzug im nàchsten Doppelpunkt 
unterkreuzt, beim Durchlaufen des Knotens also Über- und Unter- 
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kreuzungsstellen abwechseln (Fig.2). Wir sprechen auch von alter- 
nierenden Teilen einer Projektion. Eine rcgulâre Projektion lâBt sich 
stets alternierend normieren, und zwar auf gerade zwei Weisen. Die 
zugehôrigen Knoten sind dann Spiegelbilder (Fig. 2). In der am SchluB 
angegebenen Tabelle der Knoten bis zu neun Doppelpunkten bedeuten 
dementsprechend die nichtnormierten Projektionen stets alternierende 
Projektionen. Mit alternierenden Knoten meinen wir solche, die alter- 
nierende Projektionen besitzen. 

§ 3. Die Operationen ii. 1, 2, 3. 

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die normierte Projektion bei 
Deformation des Polygons und bei Verânderung der Proiektionsrichtimg 
verâhdert (5; 28). 

Wir stellen zunàchst einige Typen von Abânderungen auf, die sich 
durch Knotendeformationen bewirken lassen. 

A.n. \. Die Abânderung der Projektionskurve ist selbst ein ProzeB A 
oder A' . Die Projektionskurve ist ja auch ein Polygon — wenn auch 
i. a. eines mit Doppelpunkten —, das diesen Deformationen unterworfen 
werden kann. 

A. 71. 2. Das bei den Deformationen zJ, A' auftretende Dreieck 
PpPp^xP^ besitze als Projektion ein Dreieck PpPp+iPi> das von den 
übrigen Strecken der Projektionskurve gerade in zwei 
Punkten D und D' auf der Strecke PpP{ bzw. PpPp.y\ 
getroffen werde und das im Innern keine Doppelpunkte 
enthâlt (Fig. 3). 

A. 71, 2 môgen Deformationen der Projektionskurve 

heiBen. Sie lassen das Schéma der Projektion un verândert. 

Ferner sieht man, daB sich Projektionskurven mit dem- Fig. 3 . a.jx. 2 . 
selben Schéma durch eine Kette von Deformationen 
A. 71. 1 , 2 ineinander überführen lassen. Daraus folgt: Polygone, deren 
Projektionen dasselbe normierte Schéma besitzen, sind isotop. 

Ferner lassen sich durch Deformationen A die folgenden drei Opera- 
tionen bewirken, die auch das Schéma der Projektion abandern. 

Q. \. Ein Teilstreckenzug, dessen Projektion doppelpunkt- 
frei war, verwandelt sich in eine Schleife. Es entsteht ein 
neuer Doppelpunkt. Die zugeordneten Unter- und Über- 
kreuzungsstellen auf demPolygon sind be- 
nachbart (Fig. 4). 

ü, 2 . Zwei Teilstreckenzüge des Knotens, 
deren Projektionen keine gemeinsamen Punkte 5 ^2 
hatten, schieben sich so übereinander, da^ in 
dem einen Zuge zwei benachbarte Ü ber kreuzungsstellen, im andern zwei 
benachbarte Unter kreuzungsstellen auftreten (Fig. 5). 

3 . Ausgangsfigur: drei Teilstreckenzüge des Knotens 52,^3 
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liefern in der Projektion drei Doppeipunkte, die zu je zweien henachhart 
sind. Und zwar überkreuze SiSowohl s^wie Sÿ. S 2 Überkreuzes^, Operation: 
«1 wird über die U nier- und Überkreuzungsstelle von Sg Sg hinweg- 
geschoben (Fig. 6). 

Die inversen Operationen bezeichnen wir mit Q'. i [i — i, 2, }). Es 
lâBt sich nun zeigen, daÛ sich jede Abànderung der Projektion, welche 
durch Knotendeformationen A, A' bewirkt wird, sich auch durch 
iterierte Anwendung der Dcformationen tt. 1, 2 und 
der Operationen Q. i {i — 2, 3) nebst ihren Inversen 

erzeugen lassen. 

Der Beweis dieser Behauptung sei kurz angedeutet. 
Der Knoten werde deformiert, indem die Strecke PpPi 
durch die beiden Strecken PpPp+i, Pp+^ Pi ersetzt wird. 
P'p, Pp+i, Pj, die Projektionen von Pp, Pp+i, Pi, 
môgen nicht in einer Geraden liegen. Die Projektionsrichtung werde 
so gewàhlt, daÛ sowohl der ursprüngliche wie der deformierte Knoten 
sich regulâr projiziert. Das Dreieck PpPp+iP'i enthâlt dann gewiB 
nur endlich viele Doppelpunkte im Innern und auf dem Rande. Das 
Dreieck kann dahcr durch Strecken, die parallel zu PpPi und PpPp+i 
sind, so in Dreiecke und Parallélogramme unterteilt werden, daB 
die entsprechenden Dreiecke und Parallélogramme der Projektion 
nur hôchstens einen Doppelpunkt im Innern enthalten und alsdann 
gerade von vier Streckenzügen Zi, sonst nur von hôchstens einem 
Streckenzug (1, 2) je einmal getroffen werden. 

Nun kann man PpPi durch endlich viele der Operationen A.n. i, 
Q. i und Q'. i in PpPp+i, Pp+jPj überführen und umgekehrt, indem 
man ,,etagenweise“ die Dreiecke und Vierecke der Unterteilung ab- 
baut. 

Auch die durch Vcrànderung der Projektionsrichtung bewirkten 
Abânderungen der Projektion lassen sich aus den angegebenen Opera- 
tionen A. 71. und Q. zusammensetzen. Wird die Projektionsrichtung 
stetig so veràndert, daB sie dabei stets regulàr bleibt, so lassen sich 
die Abânderungen der Projektion durch die A.ti. erzeugen. Um eine 
bestimmte singulâre Projektionsrichtung zu passieren, deformieren wir 
den Knoten so, daB diese Richtung nicht mehr singulâr ist, passieren 
dann die Richtung und deformieren alsdann den Knoten in seine ur- 
sprüngliche Gestalt zurück. 

Damit ist gczeigt: Die Knoteneigenschaften f allen mit denjenigen 
Eigenschaften des normierten Schémas der regulàren Projektionen zu- 
sammen, die bei den Operationen Q. i, Q'. i {i — 2, 3) erhalten bleiben. 

Das Knotenproblem ist also gleichwertig mit der Frage nach den ver- 
schiedenen Typen normierter regulârer Projektionen, die nicht durch 
Anwendung der Operationen ü. ineinander übergeführt werden kônnen. 
Analoges gilt für Verkettungen. 
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§ 4. Die Gebietseinteilung der Projektionsebene. 

Die Gebiete P der Projektionsebene lassen sich so ih zwei Klassen 
verteilen, bzw. so schwarz oder weifi fârben, daB lângs eines Bogens 
aneinanderstoBende Gebiete verschiedene Farben bekommen. In einem 
Doppelpunkt liegen sich dann immer Gebiete gleicher Fârbung gegenüber. 

Diese Einteilung lâBt sich tatsâchlich durchführen. Denn durchsetzt 
ein geschlossener Streckenzug der Projektionsebene die Knotenprojek- 
tion endlich oft, etwa c-mal, und passiert er keinen Doppelpunkt, so ist c 
stets eine gerade Zahl. 

Das unendlich groBe Gebiet môge stets schwarz gefârbt sein. Die 
Gesamtheit der weiBen Gebiete lâBt sich alsdann als die Projektion eines 
im Endlichen verlaufenden Bandes auffassen, dessen Rand 
der Knoten ist. Dies Band kann orientierbar oder nicht- 
orientierbar sein. Es lâBt sich übrigens zeigen, daB sich in 
jeden Knoten ein orientierbares Band einspanncn lâBt (18.) 

In Analogie zu einer spâteren Begriffsbildung wollen wir 
einen Teil einer Knotenprojektion , der eine Kette von 
schwarzen bzw. weiBen Gebieten berandet, die je nur zwei Doppel- 
punkte als Randpunkte besitzen und von denen je zwei benachbarte in 
einem diescr Doppelpunkte aneinanderstoBen, einen Zweierzopfteil nen- 
nen (Fig. 7). Durch Q'. 2 kann man erreichen, daB ein Zweierzopfteil 
eliminiert oder alternierend wird. 

Die einfachsten Knoten im Sinne der SchwarzweiBfârbung sind die 
,,aUernierenden Torusknoten" , deren Projektionen nur zwei schwarze 
Gebiete besitzen. Sie lassen sich auf ein zur Torusflâche topologisch 
âquivalentes Polyeder legen und beranden ein zum 
MôBiusschen Band topologisch âquivalentes, mehr- 
fach verdrilltes Band (Fig. 7). Ein alternierender 
Torusknoten mit 3 Doppelpunkten heiBt „Kleeblatt- 
schlinge". Analog erklâren wir alternierende Torus- 
verkettungen aus zwei Polygonen. 

Als „Brezelknoten“ erklâren wir eine Klasse von Knoten, deren 
Projektionen nur drei schwarze Gebiete besitzen. Die Überkreuzungen 
verteilen sich dabei auf drei Zweierzopfteile (Fig. 8). 

Gibt es ein weiBes Gebiet , das mit einem schwar- 
zen Gebiet F^ lângs zwei verschiedener durch Doppel- 
punkte voneinander getrennter Strecken aneinander- 
stôBt (Fig. 9). so sei lu = iUjtOj ein einfaches Poly- 
gon, das diese Strecken je einmal in P bzw. Q durch- Fig. 9. 

setzt. lUi verlaufe ganz in /',• (f = 1, 2). Ferner sei 
der im ÀuBeren von tu liegende Teil der Projektion, 1^ der im Inneren 
liegende Teil derselben. Fügen wir nun zu % je den Weg tüi hinzu, so 
entstehen zwei Knoten ïi (t = 1, 2), welche als Bestandteile des ursprüng- 




Fig. 8 . 
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lichen Knotens bezeichnet werden môgen, wenn sowohl îj wie fg ver- 
knotet sind. Die Eigenschaften eines Knotens lassen sich unschwer auf 
die seiner Bestandteile zurückführen (3, 14). Im allgemeinen besitzt ein 
Knoten jedoch keine Bestandteile. In der am SchluB angegebenen 
Tabelle der Knoten bis zu neun Überkreuzungen sind die Knoten mit 
zwei oder mehr Bestandteilen fortgelassen. 

Inzidiert ein Doppelpunkt D zweimal mit demselben Gebiet r, so 
müssen die beiden zu jT gehôrigen Ecken bei D kreuzweise liegen, weil 
sie gleichgefârbt sind. Einen solchen Doppelpunkt kann man durch 
eine Deformation des Knotens herausschaffen (Fig. 10). 

\ Es gibt nâmlich einen ganz in F verlaufenden, die 
) 1 Knotenprojcktion nur in D einmal durchsetzenden g*e- 
/ schlossenen Weg tu. Dreht man den von diesem Weg ein- 
geschlossenen Teil der Knotenprojektidn in geeigneter 
Fig. 10 , Q.A, Weise um 180 so entsteht eine Projektion, die den 
Doppelpunkt D nicht mehr enthalt. Diese Abânderung 
— sie heiBe Q, A — lâBt sich durch eine Folge von Knotendeforma- 
tionen bewirken, wie man an der zugehôrigen râumlichen Abânderung 
des Knotens leicht erkennt. 


Durch wiederholte Anwendung von Q. 4 kann man erreichen, daB 
die Knotenprojcktion keine Doppelpunktc besitzt, die mit einem Gebiet 
doppelt inzidieren. Wir bemerken noch: Eine alternierende Projektion 
bleibt bei Ü. 4 aüernierend. In dem vom Wege W eingeschlossenen Teil 
der Projektion werden nâmlich hierbei die Überkreuzungen in Unter- 
kreuzungen verwandelt und umgekehrt, und mit D ist eine Überkreu- 
zungsstelle und eine Unterkreuzungsstelle vernichtet. 


§ 5. Normale Knotenprojektionen. 

Eine Knotenprojcktion heiBe normal für die beiden schwarzen 
(weiBen) Gebicte Fi, F^, wenn entweder T't, F^ keinen oder nur einen 
gemeinsamen Doppelpunkt haben, oder die gleichzeitig mit ihnen inzidie- 
renden Doppelpunktc auf einem alternierenden Zweierzopfteil liegen. 
Die Projektion heiBe normal, wenn sie für sâmtliche Paare gleich- 
gefârbter Gebiet e normal ist und kein Gebiet an sich anstôBt. 

Jede regulare normierte Knotenprojektion mit n Doppelpunkten lafit 
sich in eine normale mit hôchstens ebensoviel Doppelpunkten verwandeln^. 

Sei eine Projektion noch nicht normal und inzidieren zwei Doppel- 
punkte Dj und auf verschiedenen Zweierzopfteilen der Projektion 
z. B. mit den zwei schwarzen Gebieten Fi und so kann man in der 
Projektionsebene einen Weg tu» tu* angcben, der die Projektion nur 
einmal je in und Dg durchsetzt ; tu* laufe von bis Dg in Fi und \ 0 jc 
von Dg bis Dj in Fjc, Nun môge die Projektion mittels A.n, und 

^ Goeritz, L. : Nicht verôffentlicht. 
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so deformiert werden, daB lüitt)* in einen Kreis übergeht, der durch 
Dj und £>2 halbiert wird. Dann werde das innerhalb des Kreises 
liegende Stück des Knotens um die Gerade durch D^D 2 als Achse um 
180° gedreht (Fig. 11). Der Drehsinn làBt sich alsdann so einrichten, 
daB bei eine Überkreuzung herausgedrillt und bei eine Über- 
kreuzung hereingedrillt wird. Dieser ProzeB heiBe ü. 5- 

Aus der damit verbundenen râumlichen Abânderung erkennt man, 
daB sich ü, 5 durch eine Folge von Knotendeformationen bewirken 
làBt. Entsprechend der Wahl des Umlegungssinnes ist die Wahl des 
Zweierzopfteiles, auf den man die beiden Überkreii- 
zungen vereinigen will, noch willkürlich. 

DaB man durch wiederholte Anwendung von ü. 5 
jede Projektion in eine in bezug auf die schwarzen 
Gebiete normale Projektion verwandeln kann, erkennt 
man so : Die mit Fi und Fi inzidierenden Doppelpunktc 
des vom Wege eingeschlossenen Telles der Projektion 
gehen in mit Ff^ und Fi inzidierendc Doppclpunkte über und die mit 
Fjc und Fl in mit Fi und Fi inzidierende. Ist die Projektion also für 
Fi und Fl normal, so ist die abgeânderte Projektion für Fk und Fi nor- ‘ 
mal. Aile anderen Inzidenzen in bezug auf die schwarzen Gebiete 
bleiben erhalten. Insbesondere gehen aile mit Fi und A inzidierende 
Doppelpunkte in mit und F ^ inzidierende über. Also kann man suk- 

zessive für Fi und F^ und alsdann für die schwarzen Gebiete überhaupt 
erreichen, daB die mit zwei Gebieten inzidierenden Doppelpunkte auf 
einem einzigen Zweierzopfteil liegen, den man durch Anwendung von 
Q'. 2 in einen alternierenden verwandelt. Dabei bleiben zwei normale 
weiBe Gebiete mit zwei oder mehr gemeinsamen Doppelpunkten normal, 
und es cntstehen keitie neuen nichtnormalen weiBen Gebietspaare. Um 
also zu erreichen, daB die Projektion überhaupt normal liegt, wendet 
man den eben beschriebcnen ProzeB nacheinandcr für die schwarzen 
und weiBen Gebiete an. 

DaB alternierende Knoten bei ü, 5 in altcrnierende übergehen, folgt 
wie beim Beweis dieser Behauptung für ü, 4. 


§ 6. Zôpfe. 

Unter einem offenen Zopf (7) q-ier Ordnung verstehen wir das folgende 
Gebilde: Auf einem Paar von Gegenseiten und gg eines Rechtecks P 
seien zwei kongruente âquidistante Punktreihen A 2 , • • • y ^gbzw. 
B^, B 2 , • • -y Bq markiert. Jedem der Punk te Ai sei eindeutig ein Punkt 
Bi^. zugeordnet und Ai mit Bjj.. durch einen von nach £^.gerichteten 
doppelpunktfreien Streckenzug verbunden; je zwei dieser Streckenzüge 
seien punktfremd. Die Projektionen der Streckenzüge in die durch 
gj und gg bestimmte Ebene sollen ferner ganz im Innern des von g^ 
und g 2 gebildeten Rechtecks verlaufen und von jeder Parallelen zu gi in 
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hôchstens einem Punkte getroffen werden. Ferner liege auf einer Paral- 
lelen zu gi hôchstens ein Doppelpunkt der Zopfprojektion (Fig. 12). 

Die q Streckenzüge nennen wir die Fâden des Zopfes. Ist g eine 
Parallèle zu den Rechteckseiten gi dur ch den Doppelpunkt D der Pro- 
jektion und trifft g links von D etwa k — \ Fâden, also rechts von D 
gcrade q — k — \ Fâden der Projektion, so nennen 
wir D eine Überkreuzung des A-ten und {k -f- 1)-*ten 
Fadens. Die Numerierung der Fâden ândert sich 
also bei jedem Doppelpunkt. EinZopf heiBe gleich- 
sinnig verdrillt, wenn stets der Æ-te Faden den 
(k + l)“ten über(unter)kreuzt. 

Als Beispiel für gleich sinnig verdrillte Zopfe geben wir die Zylinder- 
zôpfe an. Unter einem Zylinderzopf mit der Verdrillung +1 (— 1) 
verstehen wir einen Zopf mit q ~ \ Überkreuzungen, bei dem nachein- 
ander der i-te Faden den {i + 1)"ten Faden überkreuzt (unterkreuzt) 
(i = 1, 2, . . 1) • Unter einem Zylinderzopf mit der Verdrillung 

r>0 (>^<0) verstehen wir einen Zopf, der sich durch \r\ — 1 
Parallelen zu den Rechteckseiten gi in |r| Zylinderzôpfe mit der Ver- 
drillung + 1 (^1) zerlegen lâBt. Diese Zôpfe lassen sich offenbar auf 
zylinderartige Polyeder legen. 

Der in 1 , 4 eingeführte Zweierzopfteil lâBt sich durch Deformationen 
A.n, in einen offenen Zylinderzopf zweiter Ordnung verwandeln. 

Unter einem geschlossenen Zopf mit der Geraden a als Achse verstehen 
wir ein doppelpunktfreies geschlossenes orientiertes Polygon oder ein 
System von solchen Polygonen, dessen orthogonale Projektion in eine 
zu a senkrechte Ebene regulâr ist und folgende weitere Eigenschaft 
hat: Sihd PQ zwei im Sinn der Orientierung aufeinander folgende 
Polygonecken und A der der Achse a und der Projektionsebene gemein- 
same Punkt, so môge das Dreieck APQ stets positiven Umlaufssinn 
besitzen. Die Polygone umschlin- 
gen die Achse in einem bestimm- 
ten Sinn insgesamt endlich oft, 
etwa ÿ-mal; q heiBe die Ordnung 
des Zopfes (Fig. 13 ). 

Einem offenen Zopf lâBt sich in 
der folgendcn Weise ein geschlosse- 
ner Zopf zuordnen (Fig. 14): Wir 
wâhlen die Ebene des Rechtecks P als Projektionsebene und eine auf 
ihr senkrechte Gerade a, die die Projektionsebene in einem Punkt A 
auBerhalb des Rechtecks P durchsetzt, als Achse. Alsdann verbinden 
wir je Ai und Bi durch doppelpunktfreie, untereinander punktfremde 
Streckenzüge der Projektionsebene, die auBerhalb des Rechtecks P ver- 
laufen und, durch die Strecke AiBi ergânzt, ein kon vexes Polygon 
bilden, das A im Innern enthâlt ; alsdann lôschen wir die Rechteck- 



Fig. 14. 
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seiten aus. Einem gleichsinnig verdrillten offenen Zopf zweiter Ord- 
nung ist so ein alternierender Torusknoten oder eine alternierende 
Torusverkettung zugeordnet. Allgemein entspricht einem Zylinderzopf 
ein solcher geschlossener Zopf, der sich auf ein zum Torus topologisch 
âquivalentes Polyeder legen lâBt (Fig. 14) tmd dementsprechend Torus- 
zopf, Torusknoten oder Torusverkettung heiBe. 

Durch Deformationen A. n. kann man umgekehrt jeden geschlossenen 
Zopf so abândern, daB er in einen gewissen, einem offenen Zopf zu- 
geordneten geschlossenen Zopf übergeht. 

Aus- einem offenen Zopf kann man noch in anderer Weise Knoten 
bzw. Verkettungen bilden. Sei z. B. ein offener Zopf 4. Ordnung vor- 
gelegt. Dann vereinigen wir die beiden ersten und beiden letzten der 
Punkte auf den Seiten des Rechtecks und lôschen die Rechteckseiten 

aus. Das so entstandene System aus einem 
oder zwei Polygonen heiBe ein Viergeflecht. 
Fig. 15 gibt die Knoten 814 und 
% der Knotentabelle am SchluB 
als Viergeflechte wieder; Fig. 16 
stellt eine Viergeflechtsverket- 
tung dar. 

Wir kônnen ein Viergeflecht 
stets so deformieren, daB die 
ersten «j Überkreuzungen auf 
Fig. 1 5. den beiden mittleren Fâden lie- 

gen, dann bix Überkreuzungen 
auf den linkcn beiden und Überkreuzungen auf den rechten beiden, 
dann wieder Überkreuzungen auf den mittleren, b2x und b^p auf 
den linken bzw. rechten Fàden usf. folgen und zum SchluB On Ûber- 
kreuzungen auf den mittleren beiden Fâden liegen. 

Die Doppelpunkte eines Viergeflechts verteilen 
sich also auf } n — 2 Zweierzopfteile, die nach 
1 , 4 als alternierend vorausgesetzt werden kônnen. 

Das Schéma eines Viergeflechts ist daher durch 
die Anzahlen bix, hg die Angabe des Ver- 
drillungssinnes für jeden Zweierzopfteil gekenn- 
zeichnet. Entsprechendes gilt für Geflechte aus 
2 a Fâden. Brezelknoten, die auf dem mittleren 
Zweierzopfteil nur eine Überkreuzung besitzen, 
lassen sich leicht in Viergeflechte deformieren 
(Fig. 8 U. 17). 

§ 7. Knoten und Zôpfe. 

Man kann einen beliebigen Knoten in einen Zopf deformieren ( 2 ). Zum 
Beweis sei irgendeine regulâre Knotenprojektion mit den Eckpunkten P,- 




Fig. 16. 
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(i == 1, 2, . . P) vorgelegt; sie setzt sich also aus den euklidischen Ver- 
bindungsstrecken [i = 2, .. ,,p) dieser Punkte zusam- 

men, wo == Pj sei. A sei irgendein Punkt, um den wir die Projek- 
tion zopfartig legen wollen. Keines der Dreiecke 

APiPi+^ (i = 1, 2, 

môge entartet sein. Wir zerlegen nun die Strecken in zwei Klassen 
,, positive*' und ,, négative", je nachdem, ob das Dreieck APiPi+i 
positiven oder negativen Umiaufssinn besitzt. Wir bchaupten, dafi wir 
durch eine Deformation eine Strecke si des zweiten Typs entfernen 
kônnen, ohne neue Strecken dieses Typs einzuführen. 

Das ist klar, falls si nur hôchstens einen Doppelpunkt enthâlt. 
Ist APiPi^i nâmlich das zu Si gehôrige negativ umlaufene Dreieck 
und ^'PiPi+i ein ein wenig abgeândertes Dreieck, das A im Innern 
enthâlt, so kônnen wir die Strecke Si durch den Streckenzug P^^'P^^.! 
ersetzen, indem wir die auf PiA'Pi+y liegenden Doppelpunkte so nor- 
mieren, daB sâmtliche Strecken durch P^^'Pi+i überkreuzt (unter- 
kreiizt) werden, falls Si eine Überkreuzungsstelle (Unterkreuzungsstelle) 
enthâlt, und uns für irgendeine dieser beiden Môglichkeiten entscheiden, 
wenn Si keinen Doppelpunkt enthâlt. Enthâlt Si nun k Doppelpunkte 
(k > 1), so zerlegen wir Si durch Pu, Pii, . . ., Pa^i in die Strecken 
Su, Si 2 , . . Siü;, welche je nur einen Doppelpunkt enthalten, und ver- 
fahren mit den Sn wie mit Si vorhin. Da auf den sn beim Eliminieren 
von Sij{j^l) hierbei kein neuer Doppelpunkt auftritt, haben wir Si 
in k Schritten eliminiert. Ein analoger Satz gilt für Verkettungen. 

DaB ein Knoten sich in verschiedene Zopfe verwandeln lâBt, geht 
Z. B. aus Fig. 14 hervor, die eine Kleeblattschlinge darstellt. Wir heben 
ferner den folge'nden Satz^ über gleichsinnig verdrillte geschlossene 
Zopfe hervor: Besitzt ein gleichsinnig verdrillter geschlossener Zopf 
gerade zwei Überkreuzungen des Æ-ten und [k + 1)-ten Fadens und 
weniger als vier Überkreuzungen des [k + 1)-ten und [k + 2)“ten 
Fadens, so lâfit er sich in einen gleichsinnig verdrillten Zopf von 
geringerer Ordnung deformieren. 

Noch zwei Berner kungen über Viergeflechte^. Jedes Viergeflecht h 
lâBt sich in ein normales Viergeflecht t)' bzw. ü" deformieren mit der 
folgenden weiteren Eigenschaft: 

b' (t)") besitzt nur Überkreuzungen auf den beiden mittleren und 
den beiden linken (rechten) Fàden. Sind (ii>hii,hiQ\ a'i,h\x,b\Q\ 
y ^iky Ke = E 2, . . ., n) die den Viergeflechten zugeordneten An- 
zahlen, so ist also = 0. 

Es gilt nun ferner 

Ui = Ui = Ui , bix bîQ , (^* — 1,2,..., fl) 

1 Bankwitz, C. : Nicht verôffèntlicht. 
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Ist t) alternierend, so sind auch b' und D" alternierend, die entsprechen- 
den Zweierzopfteile sind gleichartig verdrillt, und es ist 

“ hiQ . (z = 1> 2, • • •) 

Bei nichtalternierendem t) sind die Beziehungen zwischen der Ver- 
drillung entsprechender Zweierzopfteile und Anzahlen etwas kompli- 
zierter. 

i)' und D" gehen durch eine Drehung um 180° und etwaige Deforma- 
tionen A.tt, auseinander hervor. Hieraus laBt sich folgern, daB die 
durch ein Viergeflecht t) darstellbaren Knoten symmetrisch sind. 

§ 8. Parallelknoten. Schlauchknoten. 

Sind Xi [i — 2, 3) kartesische Koordinaten, ist j ein geschlossener 

Zopf mit der A;3-Achse des Koordinatensystems als Zopfachse, und ist 
etwa % = 0 die Gleichung der Projektionsebene, so geht 5 bei der 
Transformation 

x[ = dx ^ , x'<^ = dx.^ , x'^ = % 

in einen isotopen Zopf über, der bei genügend kleinem d keinen 
Punkt mit jgemeinsam hat. Man erkenntdies an der Projektion von 
die eine âuBere oder innere Parallelkurve zu der Projektion von j ist, 
je nachdem d> \ oder d < \ ist. selbst ist eine Parallelkurve zu 3. 
Diesen ProzeB kann man etwa ^'-mal iterieren; man erhâlt so q Zôpfe 
3W, 3(^), . . welche insgesamt eine Verkettung aus q isotopen 

Kurven bilden. 

Um diese Verkettung noch auf eine andere Art zu veranschaulichen, 
betrachten wir einen Schlauch ©, der die Kugeln mit konstantem 
Radius q, deren Mittelpunkte auf 3 liegen, einhüllt. Ist q klein genug, 
so ist (3 eine doppelpunktfreie Flàche, die sich eineindeutig und stetig 
auf den Torus abbilden laBt. 3 môge die Seele von 
© heiBen. Wir kônnen nun die 3W (i = 1, 2, . . ÿ) 
in ein System von einfachen, allerdings krummlinigen 
Kurven des Schlauches © deformieren. 

Die konstruierte Verkettung unterwerfen wir nun 
noch der folgenden Abànderung. Es sei Si eine Strecke 
von 3 und sf (Æ = 1, 2, . . ÿ) die entsprechenden par- 
allelen Strecken von Diese Strecken môgen durch Fig. 18. 

die Gegenseiten gj, eines Rech tecks in ge- 

troffen und die q Teilstrecken durch einen Zylinderzopf j-ter 

Ordnung mit der Verdrillung r ersetzt werden. Falls qvjir teilerfremd ist, 
entsteht so ein einziges Polygon, das ein Parallelknoten zu 3 heiBen môge 
(Fig. 18). Bildet man einen Parallelknoten, indem man an einer anderen 
Stelle aufvSchneidet und einen Zylinderzopf mit der Verdrillung ^ einfügt, 
so entsteht ein zu dem ersten isotoper Parallelknoten. Die Isotopieklasse 
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eines Parallelknotens ist also dur ch die Zahlen q, r festgelegt. Natürlich 
ist damit noch nicht gesagt, daÛ verschiedene Zahlenpaare auch ver- 
schiedene Isotopieklassen liefern. 

Âhnlich kann man bei beliebigen Knoten ï Parallelknoten \r 
erklâren. Hierzu sei noch bemerkt: Deformiert man î in ï' und bildet 
die Parallelknoten von V, so lâût sich jeder Knoten in einen 
Knoten deformieren; hierbei entsprechen sich jedoch unter Um- 
stânden Parallelknoten mit verschiedenem r, r'. Sâmtliche einfachen 
geschlossenen Kurven des Schlauches © lassen sich in Parallelknoten 
zu der Seele des Schlauches oder in ein Dreieck deformieren. 

Als Schlauchknoten (11; 21; 34) s-ter Stufe bezeichnen wir die- 
jenigen Knoten, die durch s-malige Bildung von Parallelknoten aus 
dem Kreis entstehen. 

Ein Schlauchknoten erster Stufe ist also bestimmt durch Angabe 
von zwei teilerfremden Zahlen und . Die qi Fâden winden sich |ri|-mal 
um den Kreis herum. Diese Knoten heiûen Torusknoten, da sie sich 
doppelpunktfrei auf eine unverknotete Torusflâche legen lassen. 

Die Schlauchknoten zweiter Stufe liegen auf einem Schlauch, dessen 
Seele ein Torusknoten ist; er ist bestimmt durch die Angabe von vier 
Zahlen q^, r^, q^, 

qi , Tl zur Bestimmung des Torusknotens, 

q 2 , zur Bestimmung des Parallelknotens 
desselben (Fig. 18). 

Allgemein ist ein Schlauchknoten s-ter Stufe durch die Angabe 
von s Zahlenpaaren 

Çl> • • • > Çs> ^8 

bestimmt, wobei ?< > 1 und teilerfremd sein muB. Die Schlauch- 
knoten stehen in einer wichtigen engen Beziehung zu den Singularitâten 
ebener algebraischer Kurven (11; 21; 34). 


Zweites Kapitel. 

Knoten und Matrizen. 

§ 1. Elementare Invarianten. 

Es ist sehr einfach, eine Reihe von Knoteninvarianten zu definieren, 
ohne gleichzeitig eine Vorschrift anzugeben, dieselben aufzufinden. Unter 
allen regulâren Projektionen eines Knotens gibt es z. B. solche, in der 
die Anzahl der Doppelpunkte, der Gebiete oder der schwarzen Gebiete 
der Projektion am kleinsten ist, und die zugehôrigen Minimalanzahlen 
sind entsprechend ihrer Définition Knoteninvarianten. 
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Jede Knotenprojektion kann man ferner durch geeignete Verwand- 
lung von Überkreuzungen in Unterkreuzungen bei etwa k Doppel- 
punkten der Projektion in eine Kreisprojektion überführen. Das Mini- 
mum m (k) dieser Operationen, die Minimalanzahl der Selbstdurchdrin- 
gung also, durch welche ein Knoten in einen Kreis übergeführt wird, ist 
ein natürliches MaB der Verknotung. Ferner lassen sich nach 1, 4 in 
jedes Polygon doppelpunktfreie Polyeder einspannen. Diesen kommt 
im Sinne der kombinatorischen Topologie eine bestimmte Charâkte- 
ristik k zu, und das Minimum m(k) derselben ist eine Invariante. Der 
Kreis ist offenbar dadurch gekennzeichnet, daB das eingespannte 
Polyeder von der Minimalcharakteristik ein Flàchenstück im Sinne 
der kombinatorischen Topologie ist. 

SchlieBlich kann man zu jedem Polygon die von ihm berandeten 
Polyeder mit Selbstdurchdringung betrachten, die im Sinne der kombi- 
natorischen Topologie Flâchenstücke mit Singularitaten sind. Unter r 
verstehen wir die Anzahl der Schnittpunkte des Polygons mit dem ein- 
gespannten Flàchenstück und nennen r auch die Anzahl der Rand- 
singularitâten. Die Verknotungszahl c sei nun das Minimum m{r) = c. 
Die Behauptung, daB der Kreis durch ni{r) =0 gekennzeichnet sei, 
ist der Inhalt des sog. DEHNschen Lemmas, dessen Beweis jedoch nicht 
stichhaltig ist {15; 22), c ist vermutlich stets eine gerade Zahl ; aus c < 2 
folgt (26) c = 0. 

So einfach und geometrisch sinnvoll die Définition dieser verschie- 
denen Knoteneigenschaften ist, es gibt keine Méthode, sie allgemein 
festzustellen, sie z. B. aus einer Knotenprojektion abzulesen, 

Etwas zugânglicher sind die analogen Fragen bei Verkettungen. 
Ist eine regulàre Projektion einer Verkettung aus zwei orientierten 
Polygonen und Î 2 vorgelcgt, so seien A (z == 1, 2, . . ., h) die Doppel- 
punkte, in denen das Polygon Î 2 überkreuzt, und die diesen Doppel- 
punkten in 2, 2 (1) zugeordnete Charakteristik. Setzen wir (12) 

h 

5^12 

und bilden analog V 21 , so ist = Wir nennen v die Ver- 

schlingungszahl der Verkettung. Die Invarianz von v bei Deformationen 
lâBt sich leicht nachweisen; v ist ferner gegenüber solchen Deforma- 
tionen invariant, bei denen die Polygone fi sich mit sich selbst, 
aber nicht untereinander durchsetzen dürfen. Durch solche Defor- 
mationen lâBt sich eine Verkettung mit der Verschlingungszahl v in 
eine alternierende Torusverkettung mit 2 v Überkreuzungen überführen. 
Gauss (17) hat ein Intégral zur Berechnung von v angegeben; zur 
Berechnung von v mtttels der Wegegruppe des Knotens oder ïg 
vgl. man 3, 9. 
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Zwei Polygone îj, einer Verkettung môgen unverkettet heiBen, 
wenn sic durch Deformationen A , A' in Polygone übergeführt werden 
kônnen, deren Projektionen punktfremd sind. 

Unterwerfen wir beliebigen Deformationen, bei denen sowohl 
sich selbst als wie ïg durchdringen darf, so lâBt sicli !j natürlich in eine 
mit I 2 unverkettete Kurve verwandeln. Unter der V erkettungszahl 
von bezüglich verstehen wir mm die Minimalanzahl von Durch- 
dringungen mit ïg, die erforderlich ist, um in eine mit îg unverkettete 
Kurve übeftuführen. 

Cj 2 ist i. a. von Cg^ verschieden (26), bei unverknoteten Kurven ist 
hingcgen c^g^Cgi. In 3, 9 werden wir zeigen, daB es Polygone mit 
V = 0 und ^ 12^0 gibt. DaB zwei Polygone mit = Cg^ = 0 noch ver- 
kettet sein kônnen, zeigen die Viergeflcchte (6); die Wegegruppen 
dieser Verkettungen sind nàmlich von den Wegegruppen zweier un- 
verketteter Kreise nach 3, 14 verschieden. Für die Verkettungszahlen 
gibt es direkte Berechnungsvorschriftcn nicht. 

§ 2. Die Matrizen 

Wir wollen uns nunmehr nach Methoden umsehen, bcrcchenbare 
Knoteninvarianten aufzufinden. Wir gehen so vor, daB wir zunâchst 
rein formai die Berechnungsvorschriftcn zur Définition der Invarianten 
angeben, dann formai ihre Invarianz nachweisen und erst zum SchluB 
in 3, 8 und 3, 10 ihre geometrische Bedeutung untersuchen. 

Zu diesem Zweck erklarcn wir zunâchst Matrizen, die man aus einer 
vorgelegtcn regulâren normierten Knotenprojektion direkt ablesen kann; 
die von Eins verschiedenen Elementarteiler dieser Matrizen werden sich 
als Knoteninvarianten herausstellen. 

Die Knotenprojektion besitze n Doppelpunkte A (^ — 1, 2, . . ., w) . 
Die zugehôrigen Unterkreuzungsstellen Ui zerlegen den Knoten in 
n Streckenzüge s^, S 2 , . . Sn. Nach Auszeichnung einer Richtung des 
Knotens kônnen wir die A und Si so numerieren, daB Si dem Durch- 
laufungssinn entsprechend von A-i nach A führt; der Streckenzug 
SiSi^i werde in A von überkreuzt (t = 1, 2, . > .,n); hierbei sei 
Do = Dn, A + i -= A + l = Si, 

Nach Auszeichnung eines positiven Drehsinns in der Projektions- 
ebene ordnet man dem Punkte D die Charakteristik 

(1) e ==±1 

zu, wo £ = +1 Oder c = — 1 ist, je nachdem die Richtung des über- 
kreuzenden Bogens sich durch eine positive oder négative Drehung 
um Di von einem Winkel kleiner als zwei Rechte in die Richtung von s» 
überführen làBt (Fig. 19). Die Charakteristik • hângt nicht von der 
Orientierung des Knotens ab. 
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Nun bilden wir zu einer beliebigen festen ganzen Zabi A ^ 1 eine 
Matrix von h • n Zeilen und Spalten nach folgender Vorschrift (5): 

Jedem Bogen si (i ~ i, 2, . . w) ordnen wir h Spalten (i,k) 
(A ~ 0, i, . . A — 1) und jedem Punkt Di (i = 1 , 2 ,..., n) ordnen wir 
A Zeilen {i, A) (A = 0, 1, . . ., A — 1) unserer Matrix zu. 

Ist }^[i) ^ i, i + i und = +1, so setzen wir in der Zeile {i, A) 

— 1 in die Spalte (i + 1, A 1) 

+ 1 in die Spalte {i, A) 

+ 1 in die Spalte (A(i), A — 1) 

— 1 in die Spalte (A {i ) , A) . 

Ist k(i) ^ i, i + 1 und ist = — 1 , so setzen wir in der Zeile (i, A) 

— 1 in die Spalte (i + 1, A — 1) *—1 in die Spalte (^(i), A — 2) 

+ 1 in die Spalte {i, A — 2) +1 in die Spalte (^(4» A — 1) 

und beidemal in die anderen Stellcn dieser Zeilen je Null. 

Ist 2.(i) == i, so schreibe man sowohl für = -j-l wie für = — 1 

— i in die Spalte (^ + 1 , A — 1) 

+ 1 in die Spalte (t, A — 1) 

und an die übrigen Stellen Null. 

Ist X[i) = Z 4- 1 , so schreibe man für = +1 bzw. = —1 
+ 1 in die Spalte (f, A) bzw. (f , A — 2) 

— 1 in die Spalte (i + 1 , A) bzw. (/ + 1 , A — 2) 

und an die übrigen Stellen Null. Hierbei bedeute (f, —1) und (f, —2) 
bzw. die Spalte [i, h — \) und {i, h — 2), wenn A 2 ist, und die 
Spalte (i, 0), wenn A = 1 ist. 

Die Matrizen lassen sich aus den normierten Berandungs- 

beziehungen der Doppelpunkte A und der Streckenzüge Zk der Projek- 
tion ablesen. Umgekehrt lassen sich diese Berandungsbeziehungen aber 
auch aus jeder Matrix bestimmen. Die von Eins verschiedenen 

Elementarteiler von môgen Torsionszahlen h-ter Stufe heifien, 

Aus der Matrix erhâlt man eine Matrix mit gleichen Elementar- 
teilern, wenn man A Spalten (fo» A) (A = 0, 1, . . ., A — 1) mit beliebigen 
Îq streicht ; denn addiert man je n Spalten [i, A) mit festem A zueinander, 
so erhâlt man eine Spalte aus nur Nullen. 

Die Elementarteiler der Matrix sind sàmtlich gleich 1. 

Eine andere aus denselben Inzidenzbeziehungen bestimmbare Matrix 
mit invarianten Elementarteilern erhâlt man durch die folgende Vor- 
schrift: Es môge jedem Bogen Si die f-te Spalte und jedem Doppel- 
punkt A die ^'-te Zeile einer Matrix zugeordnet sein. Falls l[i) i 
und X (i) ^ i ~\~ \ ist, so setze man in der Zeile i 
+ 1 in die Spalte i und i \ 

—2 in die Spalte X(i) 

und für aile übrigen Elemente der Zeile Null. 



Fig. 19 . 
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Falls l (i) = * + 1 , setze man in der Zeile i 

+ 1 in die Spalte i 

— 1 in die Spalte i + 1 

und Null in die übrigen Stellen der Zeile. Falls ^(i) = i ist, setze man 

in die Spalte i + 1 

— 1 in die Spalte i. 

Diese Matrix hat dieselben von Fins verschiedenen Elementarteiler wie 
die Matrix (c^y?). 

§ 3. Die Matrix (atu). 

Wir bilden jetzt Matrizen, deren Spalten den verschiedenen im 
Endlichen gelegenen Gebieten der Knotenprojektion entsprechen. Wir 
beschrânkcn uns auf zwei Beispiele dieser Art: Es entspreche wieder 
dem Doppelpunkt Di {i — i, 2, . . n) die î-te Zeile und dem Gebiet 
Ffi [k = \,2, . . .,n + \) die k-iç. Spalte. Die Elemente der Matrix 
môgen mit ba bezeichnet werden, wo i der Zeilen- und k der Spalten- 
zeiger sei. Es sei dann buc — 0, wenn Di und Fh nicht inzidieren. Falls 
in Di vier verschiedene Gebiete zusammenstofien, sei &»* = +! oder 
— 1, je nachdem Fjc rechts oder links vom überkreuzenden Bogen s^a) 
liegt. Sind die in Di zusammenstoBenden Gebiete nicht sàmtlich von- 
einander verschieden, so heiût das: in Di stoBt ein Gebiet jT* an sich 
selbst an, wâhrend die beiden anderen mit Di inzidierenden Gebiete 
und Fie, verschieden sind. Es sei dann bik = Ç) und biUi = +1 oder —1, je 
nachdem F*, (/ = 1 , 2) rechts oder links vom überkreuzenden Bogen liegt. 

Eine âhnliche Matrix erhàlt man, wenn man in der obigen Vor- 
schrift den ' überkreuzenden Bogen durch das Paar der überkreuzten 
Bogen SjSi+i ersetzt. 

Ferner kann man den Gebieten und Doppelpunkten gewisse Matrizen 
(6^^) zuordnen, die àhnlich wie die Matrizen (c*/s) iii 2, 2 gebautsind (5). 

SchlieBlich wollen wir die schwarzen Gebiete noch zur Définition 
einer Matrix verwenden. 

Einem Doppelpunkt, der Randpunkt von den schwarzen Gebieten 
Fi und Fk {i^k) ist, ordnen wir eine Inzidenzzahl 


(i) »? = ±i.O 

zu, und zwar setzen wir t] = wenn nach Orientierung der Projektions- 
ebene der überkreuzende Bogen im positiven Sinne über ein schwarzes 
' Gebiet in den unterkreuzenden zu drehen ist (Fig. 20). 
Kann diese Drehung im positiven Sinne nur über 
ein weiBes Gebiet ausgeführt werden, so setzen wir 
/?= — 1. StôBt in einem Doppelpunkt ein schwarzes 
Gebiet an sich an, so soll der Punkt die Inzidenzzahl 0 
erhalten. Man sieht, daB ein Doppelpunkt, der mit Fi und Fk inzidiert, 
für beide Gebiete die gleiche Inzidenzzahl erhàlt. Jedem Doppelpunkt 



Fig. 20. 
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der Knotenprojektion ist also eindeutig eine der Zahlen +1, —1,0 
zugeordnet. 

Es môgen nun Fi {i = \,2, . . m) die im Endlichen liegenden 
schwarzen Gebiete und das iinendliche Gebiet sein. Es werde dann 
folgende quadratische Matrixe (a,*) von tn Zeilen und Kolonnen 
gebildet {10) 

au môge die Summe aller Inzidenzzahlen der Doppelpunkte des Ge- 
bietes /’» und aue für (i ^ k) {i,k — i, 2, m) die négative Summe der 
Inzidenzzahlen der Doppelpunkte, die gleichzeitig zu Fi und Fn gehôren, 
sein. Aus dieser Erklârung folgt sofort, daC 

^ik " ^ki 

au = «io — ^ «it 

k^i 

ist, wobei die Summe der Inzidenzzahlen ist, die gleichzeitig zu 
und dem unendlich groBen Gebiet gehôren. 

Die Matrix aus den Elementen 

^kl ==^^bikKl = 1 , 2 , . . . , n -f 1) 

% 

steht in einer einfachen Beziehung zur Matrix («»*). Durch Streichung 
der den weiBen Gebieten entsprechenden Zeilen und Kolonnen erhàlt 
man nâmlich aus der Matrix {a'uP die Matrix («ti); a'u- ist gleich Null, 
wenn Fi und verschieden gefàrbt sind. 

Die von 1 verschiedencn Elementartciler der Matrizen (ôf*), {b'u^ 
und («i*) sind gleich den Torsionszahlen zweiter Stufe. Die Matrizen 
kônnen aber auch unabhângig von ihren Elementarteilern Interesse 
beanspruchen (vgl. 2, 7). 

§ 4. Die Déterminante des Knotens. 

Unter den im vorigen Abschnitt erklârten Matrizen verdient die 
Matrix {aue) besondere Beachtung. Wir zeigen zuerst, daB die Déter- 
minante der Matrix {«»•*•), die ,, Déterminante des Knotens", immer un- 
gerade und damit von Null verschieden ist. 

Macht man nâmlich in einem zu Fi und Fje{i =!= k) gehôrigen Doppel- 
punkt den überkreuzenden Streckenzug zum unterkreuzenden, so geht 
für k =0 au in au i 2 und für k^O oue, a/u in aue i 2 über, 
d. h. die Déterminante der neuen Knotenmatrix ist gerade oder un- 
gerade, je nachdem es die ursprüngliche ist. Durch geeignete 
derartige Abânderungen kann man jede Projektion in eine 
Kreisprojektion verwandeln. Nehmen wir nun als bewiesen 
hin, daB der absolute Wert der Déterminante eine Invariante 
ist, und berechnen wir ihren Wert für die in Fig. 21 ange- 
gebene Kreisprojektion — er ist gleich Eins — , so folgt das Behauptete. 

Wir wollen jetzt die Déterminante in einigen speziellen Fâllen genauer 
beschreiben und berechnen. 



Fig. 21. 
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Bei alternierenden Knoten inzidieren aile Doppelpunkte mit schwar- 
zen Gebieten gleichartig, denn die im Rande eines schwarzen Gebietes 
benachbarten Doppelpunkte besitzen die gleiche Inzidenzzahl. Die 
Inzidenzzahlen der Punkte kônnen z. B. aile ~ oder 0 genommen 
werden. Der Betrag der Déterminante des Knotens kann hier dem- 
nach in der folgenden Form geschrieben werden: 


m 

V— 1 

^21 

m 

d^v • • • 

d\m 

d'2m 



n 

dru 1 

dm2 • * • 

d^m V 

v~ 1 


Darin bedeutet du die Anzahl der Doppelpunkte, in denen Fi und Fo 
zusammenstoOen, und diu {i k) die Anzahl der Doppelpunkte, in 
denen Fi und F^ zusammenstoBen (^‘=^1,2,..., ni, Æ = 1, 2, . . • 

Die dik sind also samtlich grôüer oder gleich Null. 

Für normale Knoten ist \dii\ die Anzahl der Doppelpunkte, die mit 
und /'o inzidieren, und das Vorzeichen von du gleich dem Vorzeichen 
der Inzidenzzahlen dieser Doppelpunkte; \di]c\ ist die Anzahl der 
mit Fi und Fjc inzidierenden Doppelpunkte, und das Vorzeichen von 
dijc stimmtmit dem Vorzeichen der Inzidenzzahlen dieser Doppelpunkte 
überein. 

Für die alternierenden Torusknoten (Fig. 7) mit n Überkreuzüngcn 
ist die Déterminante (bis auf das Vorzeichen) gleich n, 

Für die 'in Fig. 8 dargestellten Brezelknoten mit Über- 

kreuzungen auf dem ersten, zweiten und dritten Zweierzopfteil ist 
die Déterminante gleich 

0L\ y ^2 I I 

— (l-^Cl2 ~r ^3 "T* ^^2 ^3 ' 

^2 ’ ^2 ^3 

§ 5. Die Invarianz der Torsionszahlen. 

Wir zeigen nun, daD die von i verschiedenen Elementarteiler der 
Matrizen (c*^) Knoteninvarianten sind, indem wir die Abânderungen 
der Matrizen bei den drei . wesentlichen Operationen 1, 2, 3 unter- 
suchen. Spâter werden sich andère Wege zeigen, diesen Nachweis zu 
führen, Wege, die vielleicht naturgemâCer, jedenfalls aber weniger ele- 
mentar sind, weil sie den Gruppenbegriff oder den Begriff der Über- 
lagerung und der Homologie voraussetzen (vgl. 3, 9 u. 10). 

{Q. 1.) In einen doppelpunktfreien Bogen, den wir bei geeigneter 
Numerierung s„ nenhen kônnen, legt sich eine Schleife. Von den ver- 
schiedenen Môglichkeiten der Normierung. und Orientierung genügt 
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es, hier und ebenso bei den anderen beiden Abânderungen eine zu 
erledigen, da dann klar ist, wie die Überlegung in den anderen Fàllen zu 
geschehen hat. 

Der Doppelpunkt der Schleife heiBe Dn+i und der neue Bogen 
5n+i . Es überkreuze Sn in Dn+i so, daB etwa == +1 ist. Die peue 
Matrix hat h zu Dn+\ gchorige Zeilen und h zu Sn+\ gehôrige Spalten 
mehr aïs die ursprüngliche. Die zu den anderen Doppelpunkten ge~ 
hôrigcn Zeilen sind bis auf die zu gehôrigen Spalten unverândert, 
und diese Spalten sind hôchstens so verândert, daB ihre zu einem Punkt 
Di gehôrigen Elemente an die entsprechende Stelle der gleichen Zeile 
der zu Sn^x gehôrigen Spalten gerückt sind. Addiert man also die Spalten 
der Nummer {n k) zu denen der Nummer (n, k) , so erhâlt man eine 
Matrix, die mit der ursprünglichen bis auf die Spalten (w + 1, und 
die Zeilen (n + 1, = 0, 1, . . A — 1) übereinstimmt. In der Zeile 

(n + k) tritt nun in der Spaltc [n k — \) eine -~\ auf, so daB 
man aile in anderen Zeilen dieser Spalten stehende Elemente durch 
sukzessives Addieren oder Subtrahieren dieser Zeilen zu Null machen 
kann. Die so abgcânderte Matrix hat aber ersichtlich die gleichen von 1 
verschiedenen Elemcntarteiler wie die ursprüngliche Matrix. 

[Q, 2.) Als zweite Môglichkcit ist der Fall zu erledigen, daB sich 
zwei verschiedene Bôgcn übcreinander schieben und dadurch zwei neue 
Doppelpunkte entstehen. 

Der überkreuzende Streckenzug sei mit Si numeriert und die neueti 
Doppelpunkte mit Dn^\ und Dn^i bezeichnet und analog die neuen 
Strecken mit in der Reihenfolge des Durchlaufungssinnes 

des Knotens. Sei etwa —1, dann ist ^*^+2 == +!• Die neuen 

zu Dn^i und Dn +2 gehôrigen Zeilen [n 1, k), {n + 2, k) haben folgende 
Eigenschaft: In den Spalten (w + 1, sind auBer den Elementen der 
Zeilen (w + 1, k), [n + 2, k) aile Elemente Null, da 5n+i als Streckenzug 
nur in den beiden neuen Doppelpunkten vorkommt. Die ursprüng- 
lichen zu Sn gehôrigen Elemente auBerhalb der neuen 2h Zeilen erhâlt 
man in der abgeànderten Matrix, wenn man die Spalten [n + 2, k) 
zu den Spalten [n, k) addiert. 

Um einzusehen, daB die von Eins verschiedenen Elemcntarteiler der 
beiden Matrizen übcreinstimmen, addiere man die Spalten (n -f 1 , 
zu den Spalten (/, Æ), und dann subtrahiere man die Spalten [n-\- \ ,k) 
von den Spalten — Dadurch sind die Elemente der Zeilen 
{n \ y k) und (n 2 y k)m den Spalten {/, k) zu Null gemacht. Durch 
Addition der Zeilen (n + 1, Æ + 1) den Zeilen [n 2 y k) erreicht 

mçin, daB die Elemente der Spalten (n -f 1 , Æ) in allen Zeilen zu Null 
werden bis auf ein Elément gleich —1 in den Zeilen (w + 1 , Æ) und Spalten 
{n \ yk — Durch Addition der Spalten kann man aile weiteren 
Elemente der Zeilen (w + 1 , k) wegschaffen. Addiert man dann die 
Spalten [n + 2yk) zu den Spalten (^, ^), so stehen in den Zeilen 
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(n -\- 2, k) nur Nullen bis auf ein Elément gleich —1 je in der Spalte 
(« + 2, Æ) und Zeile (» + 2, ^ + 1). 

Durch Addition und Subtraktion der Zeilen {n 2, k) kann man 
dann, ohne die anderen Spalten zu ândern, aile Elemente in den Spalten 
[n 2, k) bis auf die in den Zeilen (n -\- 2, k) zu Null machen. Die 
neue Matrix stimmt ersichtlich mit der ursprünglichen in den von Eins 
verschiedenen Elementarteilern überein. 

{Q. 3-) SchlieBlich bleibt noch die Operation Q. 3. zu behandeln, 
für die wir den durch Fig. 22 definierten Fall herausgreifen. 

Von der zu Fig. 22 ( a) gehôri- 
gen Matrix kommt man zu der zu 
Fig. 22 (b) gehôrigen Matrix, indem 
man zuerst die Zeilen {l,k — \) zu 
den Zeilen (n ~ 2, k) addiert und 
von den Zeilen [n — \ , k) subtra- 
hiert, dann die Spalten [n — \ , k) 
zu den Spalten (/, k) addiert und von 
den Spalten (/ + \ , k) subtrahiert. In den Fàllen, wo s„_2, s„, si, 
si+i, Sj nicht aile verschieden .sind, vereinfacht sich die Betrachtung 
naturgemàB. Damit sind die Elementarteiler dieser Matrizen als 
Knoteninvarianten erkannt. 

§ 6. Torsionszahlen spezieller Knoten. 

Für spiegelbildliche und verschieden gerichtetc Knoten sind die 
Torsionszahlen identisch. Man kann dies direkt zeigen; es folgt aber 
auch aus der gruppentheoretischen Bedcutung der Torsionszahlen (3, 7) 
und dem Verhalten der Gruppe bei spiegclbildlichen und verschieden 
gerichteten Knoten (3, 5)- 

Bei alternierenden Torusknoten mit n Übcrkreuzungen besitzt die 
Matrix (c®^) nur einen von Eins verschiedenen Elementarteiler, und 
dieser ist gleich n. Unter den Brezelknoten gibt es solche, die keine 
Torsionszahlen zweiter Stufe besitzen (vgl. 2, 11). 

Mit Hilfe der Elementarteiler der obigen Matrizen für A = 2 und 3 
gelingt es bereits, aile Knoten von acht und weniger Überkreuzungen 
der am SchluB angefügten Tabelle zu klassifizieren. Unter den Knoten 
mit neun Überkreuzungen treten hingegen Knoten auf, die gleiche 
Torsionszahlen zweiter und dritter Stufe haben und mit anderen Mitteln 
als verschieden erkannt werden kônnen (vgl. 3, 15), nàmlich 7j und %, 
814, und 9g, 928 929- Diese Knoten stimmen sogar in sâmtlichen 

Torsionszahlen überein; für sie sind nàmlich die in 2, 14 erklàtten 
I-Polynommatrizen L-âquivalent (2, 15 u. 3, 14), und aus dieser Âqui- 
valenzklasse lassen sich nach 3, 7 die Torsionszahlen bestimmen. Die 




Fig. 22. 



31 ] 


7. Die quadratische Form eines Knotens. 


25 


Torsionszahlen zweiter und drltter Stufe haben für die Knoten der 
Tabelle am SchluB die folgenden Werte^. 


Typ 

A-2 

h ^3 

Typ 

h = 2 

h = 3 

Typ 

JÊBM 


3ia 

3 

2,2 

8 l 5 a 

33 

16,16 

922 a 

43 

14,14 

^la 

5 

4.4 

Sl6a 

35 

11,11 

923 a 

45 

22,22 

5i« 

5 

— 

8 l 7 a 

37 

13,13 

924 a 

45 

.16,16 

^2 a 

7 

5,5 

8l«a 

3,15 

2,2, 8,8 

925 a 

47 

26,26 

6i» 

9 

7,7 

8 l 9 n 

3 

4.4 

928 a 

47 

17,17 

^2 a 

11 

5,5 

820 n 

9 

4,4 

927 a 

49 

19,19 

63 rt 

13 

7,7 

821 n 

15 

8,8 


51 

20,20 

7,« 

7 

— 

9,„ 

9 

— 


51 

20,20 

7*2 0 

11 

8,8 


15 

11,11 

930 a 

53 

22,22 

73 a 

13 

4,4 

93 a 

19 


931 a 

55 

23,23 

♦7 

/ 4 a 

15 

11,11 

%a 

21 

7,7 

932 a 

59 

23,23 

7 Ha 

17 

7,7 

95 a 

23 

17,17 

933 a 

61 

25,25 

76 a 

19 

11,11 

%a 

27 

4,4 

934 a 

69 

31,31 

7 Ta 

21 

13,13 

97a 

29 

13,13 

935 a 

3,9 

20,20 

81 a 

13 

10,10 

^9Ha 

31 

17.17 

936 a 

37 

10,10 

82 a 

17 


99a 

31 

5,5 

937 a 

3,15 

28,28 

83 a 

17 

13,13 

9iOa 

33 1 

13.13 

938a 

57 

28,28 

84 a 

19 

8,8 

9iia 

33 

7,7 

939a 

55 

32,32 

85a 

21 

4,4 

9i2a 

35 

20,20 

940 a 

5,15 

4,4, 8,8 

86 a 

23 

11,11 

9i3a 

37 

16,16 

9410 

7,7 

28,28 

Sla 

23 

5,5 

9i4a 

37 

22,22 

942 n 

7 

2,2 

Ss a 

25 

13,13 

9ir,« 

39 

23,23 

943 n 

13 

2,2 

89 a 

25 

7,7 

9i6a 

39 

8,8 

944 n 

17 

10,10 

SlOa 

27 

8,8 

9i7a 

39 

11,11 

945 n 

23 

14,14 

8lla 

27 

14,14 

9i8a 

41 

19.19 

946 n 

3,3 

7,7 

8i2a 

29 

19,19 

9i9a 

41 

25,25 

947 n 

3,9 

5,5 

8j3a 

29 

16,16 

920 0 

41 

13,13 

948n 

3,9 

17,17 

><8,4a 

31 

17,17 

921 a 

43 

26,26 

949 n 

5,5 

10,10 


§ 7. Die quadratische Form eines Knotens. 

Wir haben geseben, daB die durch die Knotendeformationen bewirkten 
Abânderungen der Matrizen (c*^) die von 1 verschiedenen Elementar- 
teiler unverândert lassen; damit ist aber umgekehrt keineswegs gesagt, 
daB diese Elementarteiler die einzigen Eigenschaften dieser Matrizen 
sind, die bei Knotendeformationen erhalten bleiben. Allerdings scheinen 
die weitergehenden Invarianten schwerer faBbar zu sein, jedenfalls 
ist das Verhalten der verschiedenen in 2, 2 und 2, 3 angegebenen 
Matrizen ganz abweichend voneinander. Ein Résultat liegt nur bezüglich 
der Matrizen [bit), {b'ik) und («<*) vor. Wirgeben nur das letztere wieder. 

Um die Ânderungen der Matrix (a<*) bei Knotendeformationen zu 
untersuchen, zerlegen wir die drei Operationen jQ. 1, 2, 3 in zwei Klassen 


1 Die Tabelle der Torsionszahlen unterscheidet sich von der von Alexander 
und Briggs (5) angegebenen für die Knoten und 9^^. Der Index a bedeutet 
altemierend, n nichtalternierend. 
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OC und je nachdem die Zabi der weifien oder der schwarzen Gebiete 
durch sie geândert wird(i9). 

[Q. \ oc.) In einen doppelpunktfreien Bogen legt sich eine Schleife, 
die ein neues weiDes Gebiet schafft. Dann stôBt in dem neuen Doppel- 
punkt ein schwarzes Gebiet an sich an, so daB die Matrix sich bei dieser 
und der inversen Operation nicht ândert. 

{il 2 oc.) Zwei Bôgcn schieben sich übereinander, so daB zwci neue 
weiBe Gebiete entstehen. Von den neuen Doppelpunkten erhâlt der 
eine die Inzidenzzahl ~\-\ und der andere —1, so daB die Matrix sich 
auch bei dieser und ihrer inversen Operation nicht ândert. 

[Q. 1 /?.) Die neue Schleife der Projektion umschlieBe ein schwarzes 
Gebiet Die neue Matrix [an) besitzt eine Zeile und Spalte mehr 

als [aïk ) . Falls F'w+i in dem neuen Doppelpunkt dem Gebiete Pq gegen- 
über liegt, wird 

+ 1 m + I i ^ > 


je nachdem der Doppelpunkt +1 oder —1 als Inzidenzzahl besitzt, 

«m+i k == 4m+ 1=0 (k=--\,2 m) 

und sonst 

Falls Pm^x in dem neuen Doppelpimkte einem Gebiet Pk{k 4 0) 
gegenüberliegt, so kônnen wir ohne Einschrânkung Pk ~ Pm annebmcn. 
Für die dazugehdrige Matrix (ux/^) gilt: 

+ 1 m + l “ i ^ 

unter glcichen Bedingungen wie bei w + i nnd 

// I . // // ^ . 

^7ïl w m it * f ^tn + 1 m m + 1 ~ ^ 

^m-\-ik “ {k — \ , 2 Ht 1) 

^ik ^ik • 


und sonst 


Der Charakter dieser Abânderungen wird übersichtlicher, wenn wir 
die der Matrix [uik) jeweils ziigeordnete quadratische Form 

/ (^i > ^2 f ••• y ^ik ^k 

i,k 

bilden. Man erkennt, daB die der Matrix {aU) zugeordnete quadratische 
Form f' ,, „ , , , 

/ / (^1 y ^2 y ••• y 


in die {a\j^ zugeordnete quadratische Form /' 

/ = / {x^t X^f • • ^jn + l) 

durch die unimodulare Substitution 
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übergeführt wird, und daB 


/ ^2^ • • •> ^m+l) ^2 * * •> ^»i) i 

ist. 

(/2. 2/?.) Durch Übereinanderschieben zweier Bôgen môgen zwei neue 
schwarze Gebietc entstehen. Falls das zerteilte Gebict nicht -Tq ist, 
kônnen wir es durch Zeilen und Spaltenvertauschung zu machen. 
Es werde also F^y^ in F^^^ i und 2 zerlegt, wobei jnm+2 das 
Gebiet sei, das die beiden neuen Doppelpunkte zu Randpunkten hat. 
Die neue Knotenmatrix {a\i) ist mit [a^j^ durch die folgenden Glei- 
chungen verknüpft: 

i == 1 , 2, . . w — 1) 

^mk ~ ^mk " 1 “ ^m+l k * {k — \ , 2 ,•••, 'fft 1 ) 

^mm ^ ^mm H” ^m+l m 1-1 "T > 

= 0 . (Æ 1 , 2 , . . . , m — 1 ; W + 2) 

Ohne Einschrânkung kann man durch Wahl des positiven Drehsinns 

/ J. / * 

^m-12, m — * y ^m-f2 w-M — ^ 

erreichen. 

Ist die [a[^) zugeordnete quadratische Form 


f = f{x'u A. 4h+'2) 


und setzen wir zur Abkürzung 


f{Xi. X2, 


wo 

s {^m + ly 




y f{^l> ^2' * • • > 'I' ?(^w-|-l > 

) — j 1 w f-1 ^w4-Tm4 1 ^m+\ 


>^m + 2) y 


2iXy^ 


+1 ^m+2 


ist, so geht /' durch die Substitution 

Xi Xi, 1, 2, . . w) 

Xfri-Vl “ “h ^'m + 1 y 

Xm-\-2 ^ 1 Xi ■‘h 2 -^2 1 m - 1 - 1 

+ (^m+1 m "h m+l) ^m + i m ^rn + l -f ^ 7W-f 2 

in f{xi,X 2 , . . Xm+‘ 2 ) Über. 

Wird hingegen bei Q. 2P. das Gebict zerteilt, so steht die Knoten- 
matrix [a"]^ in dem folgenden Zusammenhang mit der Matrix («<*) : es ist 

aa = «ii , {i,k = \ ,2, . . .,m — \) 

am+2fc = 0, {k = \,2, . . .,m + 2) 

^m+2m+\ “ ill • 

Die Werte der übrigen spielen keine Rolle; man sieht leicht, 

daB auch die {u'I^) zugeordnete Form der Form / -f- g àquivalent ist. 

{Q. 3.) Es bleibt schlieBlich noch Q. 3 zu behandeln. Dabei geht ein 
schwarzes Gebiet in ein weiBes oder umgekehrt über (Fig. 23). Es sei 
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zunâchst keines der an das Drcieck grenzenden Gebiete das Gebiet /’q. 

Das Dreiecksinnere sei weiB, die angrenzenden schwarzen Gebiete 

A / numerieren wir mit F^-i, F^, und die 

A Knotenmatrix nennen wir wieder {an) . Bei der 

Deformation entstehe das Gebiet i^m+i , und die 

* ' ^ neue Matrix sei {aU). Dann ist 

rig. 23. 

aik = «ik {i = i , 2, . . . , m — k = i , 2, . . . , ni) 


und ferner 


f J k ^ > 


+ 1 m ^ i ^ > 

/ _ I / 

^m—2k -2 k \ ^m-\- ik * 

1 k I k "P \-i k > 

/ _ / 

^mk “ ^mk ^m+1 k • 


(^=-1,2, . . ..m — 3) 

fi. 


(Æ m -f 1) 


Die zugeordnete quadratische Form /' = f'(x[y • • •> 
geht demnach durch die unimodulare Substitution 


in die Form 


+ l lh^m-2 i ^m-l F it ^m + 1 

f{Xi,X^, . . .,xj ±4,+i 


über, wo / die der Matrix {uik) zugeordnete Form ist. 

Für den Fall, daB eines der Gebiete die das Dreieck begrenzen, 
Fq ist, genügt die Bemerkung, daB bei Deformation nur die {m — l)-te 
und die w-te Zeile gcândert werden. Die zugeordnete Form ist gleichfalls 
der Form fzL^mhi équivalent. 


§ 8. Minkowskis Einheiten. 

Zusammenfassend erhalten wir also: 

Isl die mittels der Matrix (aik) dent Knoten zu- 

geordnete quadratische Forniy so lassen sich die durch Knotendeformation 
hewirkten Abànderungen von 

f {X\ I <^2 » • • • * 

dus den folgenden drei Typen und der en Inver sen zusammensetzen: 

E, i. Die V ariablen der Form werden unimodular transformiert 

^ ^ik^k [ocik ganzzahlig mit der Déterminante il)- 

E. 2. Die Form fix^yX^, . . wird durch 

/ ^ 2 » • * *9 ^m+l) ^ fi^l» ^ 2 » • • 'f ^m) ib ^m+1 


ersetzt. 
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i7. 3* Form f{Xj^,X 2 , . . Xm) wird dur ch 

f {P^li ^2f • • •» ^w + l5 ^m + 2 ) ~ fi^lf ^2* • • •> ^m) ^^m+l 2 A^^^j ^m + 2 

ersetzt. Hierin ist a eine beliebige natürliche Zahl. 

Weil die Déterminante der Matrix ungleich Null ist, zerfâllt 
die Form ^aaXiXk nicht. 

Es sei hervorgehoben, daB sich die Invarianzeigenschaft der quadrati- 
schen Form nicht aus ihrer Beziehung zu der Gruppe des Knotens ab- 
leiten làBt, weil die quadratische Form nach 2, 9 für gewisse spiegel- 
bildliche Knoten verschieden ist, wàhrend die Gruppen der Spiegelbilder 
nach 3, 5 einstufig isomorph sind. Sie ist die einzige bekannte berechen- 
bare Knoteneigenschaft, die nicht aus der Gruppe des Knotens herrührt. 

Aus der quadratischen Form lassen sich mittels der Einheiten 
quadratischer Formen(24) von Minkowski in folgender Weise Knoten- 
invarianten konstruieren. Wir definieren zimâchst die Einheiten qua- 
dratischer Formen in der folgenden Weise: Ist p eine ungerade Primzahl 
und ^UiuXiXjc eine quadratische Form mit ganzzahligen Koeffizienten, 
in deren Déterminante p nicht aufgeht, so sei die Einheit Cp der Form 
gleich -f 1 . Ist ^ eine ungerade Primzahl und j[x^y x^y . . . , Xm) ==^ cLikXi Xk 
eine quadratische Form, in welcher aile Koeffizienten mit i ^ k durch 
teilbar seien, ist also 

J I / f Xÿ y ••• y “ 1 “ ^2 ^2 “P * * * "i” ^m~q - q 

1 + 1 + • • • + (mod^2) ^ 

und sind aile Ui hierin durch p nicht teilbar, so sei 

(2) C, = 

Hierin bedeute / a \ 

17 / 

das LEGENDREsche Symbol und [a] die grôBte ganze Zahl, welche kleiner 
oder gleich a ist. Ist schlieBlich f' [x^^, x^y . . ^m) eine beliebige Form, 

so transformiere man /' durch Einführung neuer Variablen mittels 
Substitutionen aus rationalen Koeffizienten in die Normalgestalt (1) 
und setze Cp gleich der Einheit (2) von (1). Minkowski zeigt, daB sich 
erstens jede Form in eine Normalgestalt überführen làBt und daB 
zweitens die Définition widerspruchsfrei ist. Daraus ergibt sich dann 
zugleich, daB zwei quadratische Formen mit ganzzahligen Koeffizienten, 
die durch Variablentransformation mit rationalem Koeffizienten in- 
einander übergehen, dieselben Einheiten Cp besitzen. Die Berechnung 
der Einheiten ist auf Grand der hier gegebenen Définition nicht schwierig. 

Wir benôtigen schlieBlich noch folgende Eigenschaft der Cp. Die 
quadratische Form h 

h = h[x^, x^y . . Xky 
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E 

môge sich in eine Summe von zwei quadratisçhen Formen mit ver- 
schiedenen Variablen 

h Xk) + , ^m) 

zerlegen lassen. Es bedeute die hôchste in der Déterminante der 
Form \ und p^^ die hochste in der Déterminante der Form h^, auf- 
gehende Potenz einer ungeraden Primzahl p. C\p und C^p seien die zu 
den Formen bzw. gehôrigen Einheiten, dann findet man nach 
Minkowski (24) die zu h gehorige Einheit Cp 

P^k _ 1 __ ^ 

Cp^~{-\)~~^ ^ -C.pC.p. 

Ans den Ergebnissen des vorigen Abschnitts folgt, daB diejenigen 
Eigenschaften von quadratisçhen Formen, die den obigen Formen /", 
/' und / gleichzeitig zukommen und bei unimodularen Substitutionen 
der Variablen erhalten bleiben, invariant mit dem Knoten verknüpft 
sind. Hieraus folgt sofort, daB die Einheiten der Formen /' und /" 
gleich den Einheiten der Form / sind, da die Zusatzformen 
und -- 2x,n+iXm-^2 die Déterminante il besitzen, für sie also 

stets Cp ~ \ und d ~ 0 ist. Wir erhalten also: 

In der zu einer Knotenmatrix (aïk) gehôrigen quadratisçhen Form sind 
die MiNKOWSKiscAé^w Einheiten Cp für ungerade Primzahlen p Knoten- 
invarianten. 

Minkowski definiert auch Einheiten bezüglich der Primzahl 2. Die- 
selben sind jedoch nicht invariant, da sie von der bei Knotendefor- 
mationen sich ândernden Variablenzahl abhângen. 

§ 9. Minkowskis Einheiten für spezielle Knoten. 

Die gewonnenen Knoteninvarianten wollen wir für einige Knoten 
auswerten. 

Es seien in der orientierten Ebene die Projektionen der beiden 
spiegelbildlichen Kleeblattschlingen vorgelegt (Fig. 2). Die zugehôrigen 
Formen sind 

/ = 3a; 2 und /' = - 3 a; 2 , 
die beide für p ~ } Normalformen sind. Es ist 

C, = (|) = 1 und = = 

Das ist ein einfacher Beweis für die topologische Verschiedenheit der 
beiden Kleeblattschlingen. Allgemein gilt: 

Ein Knoten ist zu seinem Spiegelbild nicht isotop, wenn in der Déter- 
minante der Knotenmatrix eine Primzahl von der Form 4l in ungerader 
hôchster Potenz aufgeht. 
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Ist die quadratische Form h eine zur Knotenmatrix gehôrige 
Normalform einer solchen Primzahl, so ist —h eine zurrt Spiegelbild 
gehôrige Normalform. Die Zabi ^ in 2, 8 (1) ist für eine in ungerader 
Maximalpotenz in der Déterminante aufgehende Primzahl ungerade, 
und es ist daher die zum Spiegelbild gehôrige Einheit C'y 

^ 

d. h. 

f 

wenn p von dcr Form 4/ + 3 

Die gefundene notwendige Eigenschaft amphicheiraler Knoten, daB 
keine Primzahl von der Form 4/ + 3 in ungerader Maximalpotenz in 
der Déterminante des Knotens aufgehen darf, ist nicht hinreichend; 
denn nach 3, 12 sind aile Torusknoten nicht amphicheiral. 

Im folgenden sind die Cp für die Knoten der am SchluB angefügten 
Tabelle zusammengestellt. Cp — bedeutet, daB ein Knoten und 
sein Spiegelbild entgegengesetzt gleiche Cp liefern. Die Knoten 74 und 
92 mit denselben Torsionszahlen zweiter und dritter Stufe lassen sich 
mittels der Cp als nicht isotop erkennen. 


Typ 

C, 

Typ 

Cp 

Typ 

Cp 

3la 

^3 “ it ^ 

8i5<I 

Q yCii— 

922 a 

C^z ~ 4: ^ 

a 

C 5 --1 

8 i 6 a 

C 5 “ — 1 ; C 7 — ± ^ 

923 a 

C 3 — 4 “ ^*>^5 ~ 4 "^ 

Si a 

C 5 = + 1 

8i7rt 

C 37 — - 1 

924 a 

C z = 4~ D ^ 5 ^ ^ 

^2 a 

^7 ~ 

818 a 

C 3 — 1 ; C 5 = -f - 1 

925 a 

— 4: ^ 

61 « 

C 3 = + 1 

8l9n 

^3 ~di^ 

92« a 

c„ = ±i 

(> 2 a 


820 n 

^3 " 4" 1 

927 tt 

C? =4-1 

63 c. 

Ci3 — - 1 

821 n 

C 3 “ i 1 ; ^5 — + 1 

928 0 

Cz =4:1 ;C| 7 = — 1 

7la 

C', =±1 

9la 

C 3 = + 1 

929 a 

C‘3 =4:1; Cn — — 1 

72 a 

^11 — 

%a 

^3 “ ; ^'5 “ 4" ^ 

9300 

^53 = — 1 

7 3a 


93 a 


931a 

Ch ^ 41 ; ^ 11 “ 4:1 

7 Aa 

^3 ~ rt ^ ^ 

9i a 

C, = T 1 

932 a 

C 5 Q — ± 1 

7 ha 

C\i “ — 1 

%a 

^23 ^ rt ^ 

933 a 

^61 ^ 4- 1 

7 ha 

^19 ^ i ^ 

%a 

<^',1 

934 a 

t^3 — 4:1 ; C 23 — 4:1 

7 1 a 

Q ~ i 1 »’ :£! 

9l a 

Q 9 -^4-1 

935 a 

^ 3 ^4:1 

81 a 

Ci3 — — 1 

9% a 

— ih 1 

936 a 

^37 ~ 4-1 

82 a 

Ci7 = — 1 

9ha 

t^3i ^ 4: 

9 31 a 

^3 ~4“1;^5 ~ ^ ^1 

83 a 

Ci7 — + 1 

9l0a 

C 3 ^ 4:^ ; 4 “ ^ 

938 a 

^3 “ 4:1 ; Ci 9 = 4:1 

84 a 

^19 = i ^ 

9lia 

C 3 =4:^ 4z^ 

939 a 

Cg — 1 ; 64 i= 4:1 

85(1 

^3 = -b ^ î ^ T 

9 Via 

Ch “ 4" ^ i ^^7 = 4i ^ 

940 a 

^3 ~ 4: 1 ; ^5 =1 

8 «<» 

^23 = i ^ 

9l3a 

t^37 ~ 4" ^ 

941 a 

C 7 =-j -1 

87 a 

^23 “ it ^ 

9l4a 

C 37 - -1 

94‘>n 

C'j “ 4: 1 

830 

^5 = + ^ 

9l5ti 

C^ — 4i^ J ^13“ 4 - 1 

943 n 

^13 == 4- 1 

89 a 

C5=-+1 

9l6fl 

C 3 == 4l^ J^13 “ ^ 

944 n 

Ci7 =4-1 

810 a 

^^3 ~ i ^ 

9l7a 

C 3 — 4z ^ » ^13 ~ 4~ ^ 

946 n 

^23 — 4 : 1 

8 iia 

^3 = 

9l8a 


946 n 

C 3 =-f 1 

812 a 

^29 = “ 1 

9l9a 

C 41 = 4 - ^ 

947 n 

C 3 =4:1 

8i3a 

^29 — 

920 a 

Cn--^ 

948 n 

C 3 =±1 

8i4a 


921a 

C43-4=i 

949 n 

C 5 =--1 
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§ 10. Eine Determinantenabschâtzung. 

Die Matrix {«**) lâBt sich zu einer ziemlich weitgehenden Klassifika- 
tion der Knoten verwenden. Wir benôtigen zu ihrer Durchführung 
einige Determinantenabschâtzungen, die wirzunâchst angeben {10; 20; 
25; 31). Wir betrachten quadratische Matrizen (ait), die den Be- 
dingungen 

m 

(t = 1, 2, . . w) 


(1) 

genügen. 

Hauptminoren der Déterminante A — ||«ii|| sollen diejenigen 
Unterdeterminanten von A heiOen, die aus A durch Streichen von 
l Zeilen und Spalten gleicher Nummer entstehen (/ < ni). Sie genügen 
offenbar auch der Forderung (1). Die Déterminante A soll irreduzibel 
heiBen, wenn sie nicht in ein Produkt von Hauptminoren zerfâllt. 

Sei jetzt A irreduzibel und genüge den Bedingungen (t), dann gilt: 

Die Déterminante A — i|ai*|| ist dann und nur dann Null, wenn 
es Einheiten 


Ci = ±1 

gibt, so daB die «a- den Bedingungen 


( 2 ) 


m 


(Æ = 1, 2, ...,m) 


{i =\,2, 


genügen. Die Hauptminoren von A mit weniger als m Zeilen sind stets 
positiv, und ist A ^ 0, so ist auch A > 0. 

Infolgedessen gilt die folgende Abschâtzung von A : 

Es sei 

m 

(3) Sj = I I 

*=2 


und die Déterminante der zu komplementâren Matrix, dann ergibt 
sich für A, wenn man nach der ersten Zeile entwickelt, 


A = SyAy -j- A , 

m 

wobei A aus A entsteht, indem man «jj durch ersetzt. A genügt 

der Bedingung (i) und ist mit A irreduzibel. Es ist also A 0, und zwar 
ist ^ > 0, wenn (2) für A nicht gilt. Demnach ist 

(4) -d sï *1 1 , 

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann eintritt, wenn für À 
die Bedingung (2) erfüllt ist. 

Die Abschâtzung (4) lâBt sich auf reduzible Determinanten über- 
tragen. Sei nâmlich 

A = A0)A<^) . . . AO) 

AO) (î = 1, 2, . . ., r) 
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irreduzibel — sie môgen die irreduziblen Bestandteile von A heiBen — , 
dann folgt ans der Abschàtzung (4) auf angewandt 

(5) A ^s^Ai {A^ komplementàr zii 

wobei das GrôBenzeichen gilt, wenn in der Abschàtzung für A^^^ 
das GrôBenzeichen gilt und wenn für kein A^^^ die Bedingung (2) 
erfüllbar ist. 

Diese Determinantenabschâtzung wenden wir nun auf Determinanten 
aus ganzen Zahlen an. 

Sei A eine Déterminante aus ganzen Zahlen, die der Bedingung (1) 
genügt, und sei 

m 

(6) 


und für jeden Hauptminor die gleiche Bedingung erfüllt, d. h. es 
soll für die aus den Elementen einer Zeile nach der Vorschrift (3) 
gebildeten 

(7) 

sein, dann ist {10) 

m u'^v 

(^) ^ è 2 I I • 

v=i u,v 

Zum Beweise ordnet man die Zeilen und Spalten so um, daB 0 
und daB ferner für denjenigen Hauptminor Ajcy der aus A durch 
Streichen der k ersten Zeilen und Spalten entsteht, das nach Vorschrift 
(3) gebildete ist. Ist dann Ak eine reduzible Déterminante mit 

= 1, so gibt es in dem grôBten irreduziblen Hauptminor, der die zu 
Sijc gehôrige Zeile als erste enthàlt, ein Sik^O mit Daher ist 

(5) ^ ^ A^ -^A^ +i für Si == 1 

A für Sj > 1 


und daher, falls > 1 ist, 


Analog 

falls A 2 > i, also 


A Sj -f" Aj . 

+ ^2 ~ + 1^2ll+ 

-4 + ^2 "t" 1^21 I "f" *^2 


Da wegen (7) > 'i ist, gilt die Abschàtzung (8). 


§ 11. Klassifizierung der alternierenden Knoten. 

Diese gewonnene Abschàtzung kônnen wir direkt auf die Déter- 
minante eines Knotens anwenden. In der Déterminante ||«iifcl| = ^ 
für alternierende Knoten ist Si = dii, und s^jt ist die Anzahl der Über- 
kreuzungen, die mit den Gebieten Fi {i==i, 2, k — i) gemein- 
sam hat. 


Ergebnisse der Mathematik. I. Reidemeister. 
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Liegt nun auf einem geschlossenen Weg tu, der über Doppelpunkte 
ganz durch weifie Gebiete führt, mit einer Überkreuzung noch minde- 
stens eine zweite, so ist für die da die Bedingung 2, 10 (6) und (7) er- 
füllt, und es ist dann 

d. h. unter den angegebenen Voraussetzungen ist die Déterminante des 
Knotens grôBer oder gleich der Anzahl der Überkreuzungen der Knoten- 
projektion. 

Liegt dagegen bei einer alternierenden Projektion auf einem Weg tu 
nur ein Doppelpunkt, so kann man ihn durch die in 1, 4 angegebene 
Abânderung Q. 4. herausdrillen. Die Projektion bleibt dabei, wie wir 
sahen, alternierend. Demnach kann man aus einer alternierenden 
Knotenprojektion durch £}. 4. so viel Doppelpunkte herausschaffen, 
daB die Bedingung der Abschâtzung (1) erfüllt ist, oder daB man zum 
Kreis gelangt. Wir erhalten also den Satz von Bankwitz: 

Die Minimalanzahl der Überkreuzungen der regulàren Projektionen 
eines alternierenden Knotens ist hôchstens gleich dent Betrag der Déter- 
minante des Knotens {10). 

Damit ist gezeigt, daB ein alternierender Knoten unter den Knoten 
dieser Klasse allein durch A bis auf endlich vieleTypen charakterisiert ist. 

Da für den Kreis der Betrag der Déterminante 1 ist, so gilt ins- 
besondere für ihn: 

Soll eine vorgegebene alternierende Projektion die Projektion eines 
Kreises sein, so lassen sich sâmtliche Überkreuzungen mit Hilfe von Q. 4. 
herausdrillen. 

Wir wolleh noch zeigen, daB es Knoten gibt, die niemals alternierend 
gelegt werden kônnen. Wir betrachten einen Brezelknoten, auf dessen 
erstem Zweierzopfteil drei Doppelpunkte mit positiver Inzidenzzahl, 
auf dessen zweitem Zweierzopfteil zwei Doppelpunkte mit negativer 
und auf dessen drittem Zweierzopfteil sieben Doppelpunkte mit positiver 
Inzidenzzahl liegen môgen. Für ihn ist 2, 4 A — i . 

Kônnte man den Knoten alternierend legen, so müBten sich in end- 
lich vielen Schritten sâmtliche Überkreuzungen herausdrillen lassen, und 
der Knoten wàre zum Kreis istop. DaB das nicht der Fall ist, lehrt eine 
andere in 2, 14 angegebene Invariante; das i-Polynom dieses Knotens ist 

L{x) — \ — X 4- — X* — x^ -j- x’^ — x^ -i- x^^ . 

§ 12. Fastalternierende Knoten. 

Wir nennen eine Projektion fast alternierend, wenn sie den folgenden 
beiden Bedingungen genügt: 

1. Zwei Doppelpunkte, die gleichzeitig mit den beiden schwarzen 
Gebieten /'» und inzidieren, besitzen gleiche Inzidenzzahlen. 
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2. Für die Elemente der Déterminante des Knotens gilt die Be- 
dingung 2, 10 (1). 

Um den Namen zu rechtfertigen, untersuchen wir die geometrische 
Bedeutung der zweiten Bedingung unter Voraussetzung der ersten 
Bedingung. Unter Benutzung der in 2, 4 cingeführten <i, ibesagt 2, 10 (1) 


(1) 




*=1 


Ss 2 I I • 

k=^i 


(^* = 1,2, . . m) 


Diese Ungleichung ist für ein Gebiet, das mit keinen Doppelpunkt 
gemeinsam hat, dann und nur dann erfüllt, wenn um dieses Gebiet aile 
Doppelpunkte gleiche Inzidenzzahlen besitzen oder, wie wir auch sagen 
wollen, wenn die Knotenprojektion um dieses Gebiet herum alternierend 
liegt. Für ein Gebiet, das mit Fq Doppelpunkte gemeinsam hat, ein 
„Nachbargebiet*‘ von /q ist, ist (1) sicher erfüllt, wenn die Projektion 
um das Gebiet alternierend liegt, und sonst nur dann, wenn die Zabi 
der Doppelpunkte dieses Gebietes, die eine andere Inzidenzzahl wie die 
mit Fq inzidierenden Punkte dieses Gebietes haben, hôchstens halb so 
groB ist wie die Anzahl der Doppelpunkte, die auch mit F^ inzidieren. 

Für fast alternierende Knoten gilt das folgende Reduktionskriterium ; 

Ist für die Elemente einer Zeile der Knotendeterminante 


( 2 ) 


m 


^ ^ik 

k^l 


= 1, 


so làBt sich der Knoten so deformieren, daB das dieser Zeile ent- 
sprechende Gebiet verschwindet und daB er fast alternierend bleibt. 

Ist nâmlich (2) für i = erfüllt, so ist wegen (1) hôchstens ein 
^ùk ^ von Null vérschieden und alsdann gleich il. Es gibt 
daher nur drei Môglichkeiten für die 

1. Es ist = nnd aile ^ ^o) Null; dann ist 

^0 einen Doppelpunkt gemeinsam, 
den man durch 1. herausdrillen kann. Die abgeànderte Projektion 
ist wieder fastalternierend. 

2. Es ist = und ein "7^ ^) • I^unn ist 

^toio “ Doppelpunkt D gemein- 

sam. D kann durch Anwendung von Q\ 1. herausgedrillt werden. Die 
neue Projektion ist wieder fastalternierend. Ist kein Nachbargebiet 
von Fo, so bleibt nâmlich (1) erfüllt, weil die ursprüngliche und daher 
auch die neue Knotenprojektion um F^,^ alternierend liegen. Ist F^^ 
Nachbargebiet von Fq, so kann D gleiche oder verschiedene Inzidenz- 
zahl wie die mit Fj^.^ und F^ inzidierenden Doppelpunkte haben. 
Bei gleicher Inzidenzzahl bleibt die Ungleichung (1) erhalten, weil 
sowohl die F^ und Fj^^ gemeinsamen Doppelpunkte sowie die Doppel- 
punkte von welche die entgegengesetzte Inzidenzzahl wie die 

F^ und JTjto gemeinsamen haben, erhalten bleiben. Bei ungleicher 


3* 
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Inzidenzzahl gilt die Ungleichung (1) nach Herausdrillung von D 
natürlich erst recht. 

3 . Es ist = ±i und ein = =F 1 (^o • 1^^"" ist 

~ i 2 und Nachbargebiet von und zwar gibt es zwischen 
jT,-^ und Fq genau zwei Doppelpunkte gleicher Inzidenzzahl; ferner be- 
sitzt Fi^ noch einen Doppelpunkt D mit Fj.^, der die entgegengesetzte 
Inzidenzzahl hat, 

Den Doppelpunkt D kann man wegschaffen, indem man die zu ihm 
gehôrige Schleife (Fig. 24) urn 180° dreht, so dafi die mit F^ inzidicrenden 
Doppelpunkte ihre Inzidenzzahl wechseln. Daraus folgt, daB der Knoten 
fastalternierend bleibt, wenn Fj^^ kein Nachbargebiet von 
/o ist. Das gilt aber auch, wenn Fj.^ Nachbargebiet von 
i Q ist und die mit Fj.^ und F^ inzidicrenden Doppelpunkte 
dieselben Inzidenzzahlen wie D und somit auch wie die 
lieu hinzukommenden Doppelpunkte von Fj^^ und F^ be- 
sitzen. Besitzen sie entgegengesetzte Inzidenzzahlen wie D, 
so entsteht ein Gebiet , das mit vier Doppelpunkte mit paarweise 
entgegengesetzten Inzidenzzahlen gemeinsam hat. Durch zwcimalige 
Anwendung von Q, 5. kann man aber diese vier Doppelpunkte be- 
seitigen. Die Knotenprojektion wird dann wieder fastalternierend, da 
das neue Gebiet F zwei Doppelpunkte mit /q und einen Doppelpunkt 
entgegengesetzter Inzidenzzahl mit einem von F^ verschiedenen Gebiet 
weniger hat als das alte Gebiet Fj.^, 

Demnach kann man aus einer fastalternierenden Knotenprojektion 
cntweder sâmtlichc Doppelpunkte herausschaffen, oder man kommt zu 
einer Projektion mit 



(3) 


*=1 


> 1 . 


(î = t , 2, . . .,m) 


§ 13. Fastalternierende Kreisprojektionen. 

Aus fastalternierenden Kreisprojektionen lassen sich mittels der 
drei im vorigen Abschnitt angegebenen Reduktionsprozesse samtliche 
Doppelpunkte entfernen^. 

Das ist bewiesen, wenn wir zeigen, daB die Déterminante ungleich 
il ist, sobald 2, 12 (3) erfüllt ist. Wir zeigen dieses für einen ihrer 
irreduziblen Bestandteile, .^6); wir behauptcn, daB in einer der Un- 
gleichungen 2, 12 (1) für eine Zeile von yfd) bestimmt das GrôBerzeichen 
gilt. Wâre nàmlich überall das Gleichheitszeichen erfüllt, so addiere 
man samtliche zu .<4^) gehôrigen Spalten der Matrix zur erst en; dann 
erhàlt man eine Déterminante, deren erste Spalte sicher durch 2 teilbar 
ist, da wegen des Gleichheitszeichens dann als Elemente dieser Spalte 
Null oder 2 auftritt. Die Déterminante des Knotens ware also 

^ Goeritz, L. : Nicht verôffentlicht. 
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gerade, entgegen dem Résultat zu Beginn von 2, 4. Sei also für die 
erste Zeile von das GrôBerzeichen erfüllt, dann ist nach 2, 10 
(4) |^d)|;^-|^(i)l , wo die Déterminante diirch Streichung der ersten 
Zeile und Kolonne von entstehe. In A^^^ gilt gewiB für eine Zeile 
das GrôBerzeichen in der Abschâtzimg 2, 12 (1), weil A^^^ irreduzibel ist. 
So fortschlieBend kônnen wir die Abschàtzung 2, 10 (5) sukzessive an- 
wenden und erhalten schlieBlich, daB | A^^"^ | grôBer oder gleich dem 
Betrag eines der Elemente der Hauptdiagonale ist, also grôBer oder 
gleich einem 

1 • 

Die Klassifikation fastalternierendcr Knoten kann man durch die 
angegebenen Abschâtzungen fôrdern. Setzt man namlich von den fast- 
alternierenden Knotenprojektionen voraiis, daB jedes Nachbargebiet 
von mit von jTq verschicdencn Gebietcn mindestens zwei Über- 
kreuzimgen gcmeinsam hat und daB es keinen Weg innerhalb der 
wciBen Gebiete gibt, der nur einen Doppelpunkt trifft, so gilt: 

Die Minimalanzahl der Überkreuzungen solcher Knoten ist kleiner 
als das Fünffache der Knotendeterminante. 

§ 14. Das X-Polynom des Knotens. 

Zum SchluB diescr elementaren Betrachtungen werden wir jedem 
Knoten noch eine Matrix (lijc(x)) zuordnen, deren Elemente Polynôme 
sind, und zeigen, daB die geeignet erklarten Elementarteiler dieser 
Matrix Invarianten des Knotens sind {3\ 29), 

Die n Doppelpunkte der Knotenprojektion seien wieder mit Di 
and die Bôgen von Unterkreuzungsstelle zu Unterkreuzungsstelle mit Si 
bezeichnet. In Di werde der Streckenzug, SiSi^^ von überkreuzt, 
-t = dh1 sei die zu A gehôrige in 2,2(1) erklârte Charakteristik. 

Wir bilden nun eine Matrix von n bzw. zu A gehôrigen Zeilen und 
n bzw. zu Si gehôrigen Spalten, indem wir in die zu A gehôrige Zeile 
für £i ^ +1 und ^(i) ^ i, i + 1 

K in die zu —1 in die zu Sj+j, \ — xin die zu gehôrige Spalte; 
für £i — +1 und l[i) = i 

1 in die zu Si, —1 in die zu Si^i, 
für «i = 4* 1 ^ind 2 (t) = ï i 

X in die zu in die zu gehôrige Spalte schreiben und 

für €i = —i und À(i) =/= i, i + 1 

1 in die zu5i, —x in die zu x — \ in die zu Sx(i), 

für ei = und 2(i) = i 

X in die zu Si, — a ; in die zu Si^^; 
für £i = — 1 und X{i) = i + 1 



38 


II. Knoten und Matrizen. 


[44 


\ in die zu Si, —i in die zu s^+i gehôrige Spalte schreiben und an die 
übrigen Stellen Null setzen. 

Wir betrachten nun die Elemente dieser Matrix aïs ,,L- Polynôme" 
mit ganzzahligen Koeffizienten. Die Gesamthcit dieser Polynôme 

n + w 

i^n 

{n, m, ai ganz rational und m man beachte, daB n auch negatiy. ■ 
sein darf) bilden einen Integritàtsbereich, dessen „Einheiten“ die Poly- 
nôme i x” sind. Dabei heiBt ein Elément f{x) eine Einheit, wenn das 
inverse Elément {f{x))~^ ebenfalls zum Integritàtsbereich gehôrt. 

Es lâCt sich alsdann zeigen, daB die im Sinne dieses Integritâts- 
bereiches gebildeten, von i x” verschiedenen Elementarteiler der 
Matrix {lnix)) Knoteninvarianten sind. Zum Beweis untersuchen wir 
wieder, wie sich die Matrix bei den drei Operationen I?. 1, 2, 3 ândert. 
Wir wollen dabei dieselben Abânderungen wie in 2, 5 betrachten und 
behalten die dort gegebenen Bezeichnungen bei. 

{Q. 1.) Die neue Dn+i entsprechende Zeile enthàlt in der s„ bzw. 
s„+j entsprechenden Spalte die Elemente x bzw. —x, wâhrend die 
übrigen Elemente gleich Null sind. Addiert man also die zu s„+j gehôrige 
Spalte zu der zu s„ gehôrigen Spalte, so bleibt in der zu D„+j gehôrigen 
Zeile nur —x steheri, und durch sukzessive Addition des A;^-fachen 
(/ = 0, +1 , — 1) dieser Zeile kann man aile anderen Elemente der zu 
s„+i gehôrigen Spalte zu Null machen. 

{Q. 2.) Die neuen Zeilen haben die Gestalt : 



St, . 

. , Si 

Sl + ip • 

• • > '^n-1 


1 



0, . , 

,., O.x — i, 

0, . . 

0, 

1, 


0 

^n+2 

0, .. 

. 0,1 —X, 

0, .. 

0, 

0, 


— 1 


In der zu s„+i gehôrigen Spalte stchen sonst nur Nullen, und die ur- 
sprüngliche zu s» gehôrige Spalte entsteht durch Addition der neuen zu 
s„ und Sn +2 gehôrigen Spalten. 

Um zu sehen, daB die Elementarteiler sich hôchstens in der be- 
haupteten Weise ândern, addiere man zuerst die zu D„+i gehôrige Zeile 
zu der zu D „+2 gehôrigen Zeile; mit Hilfe der zu s„+j gehôrigen Spalte 
mâche man die noch zu Dn+i gehôrigen Elemente zu Null. Addiert 
man dann die zu s„+2 gehôrige Spalte zu der zu s„ gehôrigen Spalte und 
schafft mit Hilfe der zu Dn+2 gehôrigen Zeile sàihtliche Elemente der 
zu s„+2 gehôrigen Spalte fort, so erhâlt man eine Matrix, die aus der 
ursprünglichen durch Hinzufügung der folgenden zwei Zeilen und 
Spalten entsteht: q . 0 q 

0 , . . ., 0 , 0 , - 1 , 

wobei auch in den zu s„+i und s«+2 gehôrigen Spalten im übrigen nur 
noch Nullen stehen. Daraus folgt das Behauptete. 
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(Q. 3.) Die Teilmatrix, welche den am abgeânderten Dreieck be- 
teiligten Punkten und Bôgen entspricht, habe die Gestalt 






^ 14-1 

Sn - 2 




0 , 

i—x. 



0 , 

0 , 

Ü 

( 1 ) 

^n—2 

x—i , 

0 , 

0 , 

1 , 

— A, 

0 


Û»-I 

0 , 

A — 1 , 

0, 

0 , 

1 , 

— AT 




Si y 

•5/ + 1 » 

- 2 > 

- 1 > 



D, 

1 — AT, 

^y 


0, 

0 , 

0 

( 2 ) , 

Dn-2 

0 , 

Oy 

A~l, 

1 , 

— 

0 


^«-1 

X~\, 

0 , 

0 , 

0 . 

1 , 

— X 


Die übrigen Elemente der zugehôrigen Zeilen und der zu 5 n -1 gehôrigen 
Spalte sind gleich Null. Um von ( 1 ) zu ( 2 ) zu kommen, addiert man bei 
( 1 ) die zu Di gehôrige Zeile zu der zu Dn- 2 gehôrigen Zeile und sub- 
trahiert sie von der zu Dn-i gehôrigen Zeile. Dann addiert man die 
zu Sn-.\ gehôrige Spalte zuder zu Si gehôrigen Spalte und subtrahiert sie 
von der zu si+t gehôrigen Spalte. 

Wir kônnen dics Résultat noch in folgender Weise verschârfen: 
Die dur ch die Operationen Qy ü' bewirkten Abànderungen der Matrix 
{lijc(x)) lassen sich aus den folgenden elementaren Matrizenumformungen 
zusammensetzen : 

i 7 . 1 . Die Zeilen (Kolonnen) werden untereinander vertauscht, 

Z. 2 . Die sàmtlichen Elemente einer Zeile {Kolonne) werden mit 

AzX multipliziert. 

i 7 . 3. Die zweite Zeile {Kolonne) wird zu der ersten addiert, 

E. f. 4. Eine Zeile, deren sàmtliche Elemente gleich Null sind, wird 
hinzugefügt oder gestrichen. 

i 7 . f. 5. Es wird gleichzeitig eine Zeile und eine Kolonne hinzugefügt 
oder gestrichen) das Elément, das sowohl dieser Zeile wie dieser Kolonne 
angehôrt, ist gleich Eins, aile übrigen Elemente der Zeile und Kolonne 
sind gleich Null. 

Matrizen, die durch Umformungen 27 . auseinander hervorgehen, 
môgen L-àquivalent heiBen. £-âquivalente Matrizen haben natürlich 
dieselben von verschiedenen Elementarteiler ; das Umgekehrte gilt 
jedoch nicht. Die L-Aquivalenzklasse der Matrix {lijcix)) ist somit eine 
weitere Knoteninvariante. 

Man erhàlt aus {likM) eine Matrix mit gleichen Elementarteilern, 
wenn man eine beliebige Spalte streicht ; denn die Summe der Elemente 
einer Zeile ist gleich Null. Ferner kann noch eine beliebige Zeile ge- 
strichen werden, ohne daB die Elementarteiler dabei geândert werden. 
Dies wird in 8, 6 gezeigt werden. 

Diese neuen Matrizen haben von Null verschiedene Determinanten, 
weil die für x = i entstehenden Determinanten gleich ±1 sind; sie 
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stimmen bis auf einen Faktor überein. Wir kônnen dieselben also 
durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor ±a;" auf die ein- 
deutig bestimmte Form 

(3) L{x) = If^ -\- l^x Ig x^ 

mit Iq'X), g^O bringen. (3) heiBe das L-Polynom des Knotens. 

Man kann àhnliche Matrizen mit denselben Elementartcilern aus 
Polynomen auch, an die Berandungsrclationen von Punkten und 
Gebieten anknüpfend, definieren, wie sich aus der gruppentheoretischen 
Bedeutung unserer Matrizen sofort (3) ergibt. Wir werden in 3, 7 zeigen, 
daB die Torsionszahlen beliebiger Stufen durch die L-Àquivalenzklasse 
der Matrix (^^(x)) bestimmt sind. 


§ 15. i-Polynome spezieller Knoten. 


Die Elementarteiler e{x) der Matrizen (li/^ix)) sind für spiegelbildliche 
und entgegengesetzt gerichtete Knoten dieselben. Man kann dies direkt 
einsehen oder aus der gruppentheoretischen Bedeutung der Matrizen 
{liic(x)) und dem Verhalten der Gruppen bei spiegelbildlichen und ent- 
gegengesetzt gerichteten Knoten herleiten (vgl. 3, 6 und 3, 5)- Dem 
Übergang zum invers gerichteten Knoten entspricht cine Vertauschung 
von X mit x~^. Daraus ergibt sich für das L-Polynom die folgende 
Symmetrieeigenschaft : es ist 


k — f? - 1 • 



0 . 1 , 



Hierin bedeute [a] die grôBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich a ist. 
Analoges gilt für die Elementarteiler. Wegen i"! ist g und 

ungerade. 

Zur Berechnung des L-Polynoms für Parallelknoten und Schlauch- 
knoten und der Klassifikation der gleichsinnig verdrillten Schlauch- 
knoten mit Hilfe ihres Z,-Polynoms vgl. man 3, 13- 

Im folgenden sind die £-Polynome für die Knoten der am SchluB 
angefügten Tabelle in leiebt verstândlicher Symbolik zusammen- 
gestellt (3). Das Zeichen 5 — 14 19 bedeutet z. B. das L-Polynom 

L(x) = S — i4x -f- 19^^ — 14a:® + Sx*. 


Es kommen in der Tabelle^ fünf Paare von Knoten mit demselben 
L-Polynom vor. Die zwei gesternten Paare haben nach 2, 6 je ver- 
schiedene Tor.sionszahlen zweiter oder dritter Stufe, und ihre Matrizen 
(hk(x)) sind nicht L-àquivalent. Bei den drei übrigen nach 2, 9; 3, 14, 
1 5 nicht isotopen Paaren sind die Matrizen {laix)) dagegen L-àquivalent 
(vgl. 3, 14). 


^ Die Tabelle unterscheidet sich von der von Alexander ( 3 ) angegebenen 
für den Knoten 93g. 
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Typ 

X-Polyiiom 

Typ 

2i*Pol5rnom 

Typ 

Ü-Pol5nnom 

3i a 

1 — 1 

880 

2- 6+ 9 

870 

1-3+ 5- 5 

a 

1- 3 

8u. 

2- 7+ 9 

890 

1-3+ 5- 7 

^2 fl 

2- 3 

843 0 

2- 7+11 

8100 

1-3+ 6- 7 




] 


1 — 4 + 6 — 5 

fl 

[ 2- 5* 

98 a 

l 2-8+11 

^48 n 
8l6rt 

1 _ 4 -f- 8 - 9 


3— 5 

9i2fl 

2- 9+13 

8i7o 

1 -4+ 8-11 


3- 7 

9i 4 fl 

2- 9+15 

9llo 

1-5+ 7- 7 

T 

l a , 

9i5 fl 

2—10+15 

936 fl 

1 - 5 + 8 - 9 

%a 

j4- 7 

9i9a 

2—10+17 

9l7fl 

1 - 5+ 9- 9 

8..„ 

4— 9 

921 fl 

2—11 + 17 

920 a 

1-5+ 9-11 


6—11 

9;„a 

2—11 + 19 

922 0 

1-5+10-11 

^350 

7-13 

94. 

3- 5+11 

8l8fl 

l 1-5 + 10-13* 

5lfl 

1—1+1 

9.1 9 n 

3— 6+ 7 

924 0 

J 

^42 n 

1—2+1 

9? fl 

3-7+9 

926 0 

1-5 + 11-13 

^20 n 

1-2+3 

8u. 

3 — 8 + 11 

927 fl 

1-5 + 11-15 

60 fl i 

1- 3+ 3 

925 fl 

3-12+17 

928 a 

1 1 — 5 + 12—15 

63 fl 

10 

+ 

1 

9.11 fl 

3-12+19 

929 0 


^21 n 

1-4+5 

93n« 

3- 14 + 21 

930 fl 

1-5 + 12-17 

^44 n 

1- 4+ 7 

9io<» 

4- 8+ 9 

931 a 

1 '^ 

T 

+ 

1 

7Ha j 

1- 5+ 7 

9l3rt 

4— 9+11 

9.32 0 

1 _6 + 14-- 17 

77 a 

1- 5+ 9 

9i8a 

4—10+13 

933 a 

1-6 + 14—19 

^45 n 

1- 6+ 9 

923 fl 

4-11 + 15 

934 0 

1 -6+16-23 

9^7 n 

1- 7 + ii 

9380 

5-14+19 

9400 

1-7 + 18-23 

^12fl 

1 - 7 + 13 

8i9« 

1 — 1 + 0+ 1 

93 0 

2 — 3 + 3 — 3 

7^a 

2- 3+ 3 

7ifl 

1 - 1 + 1 — 1 

96 0 

2—4+ 5— 5 

7 f, a 

2- 4+ 5 

943 n 

1-3+ 2 - 1 

9» fl 

2—4+ 6— 7 

84» 

2- 5+ s 

820 

1 

+ 

GO 

GO 

9i6o 

2-5+ 8- 9 

86a 

2- 6+ 7 

850 

1 1-3+ 4- 5 

9ifl 

1 — 1 + 1 — 1 + 1 


Drittes Kapitel. 

Knoten und Gruppen. 

§ 1. Aquivalenz von Zôpfen. 

Die Aufgabe, zu entscheiden, ob zwei Knotenprojektionen zu den- 
selben Knoten gehôren, bat eine gewisse Àhnlichkeit mit dem Wort- 
oder Transformationsproblem in einer Gruppe mit Erzeugenden und 
definierenden Relationen. Diese Àhnlichkeit lâBt sich prâzisieren bei 
einer bestimmten Art von Projektionen und einer bestimmten Ein- 
schrânkung der Deformationen, bei den Zôpfen. 

Unter der Deformation eines offenen Zopfes verstehen wir eine Auf- 
einanderfolge von endlich vielen Prozessen folgender Art; 

A. C. Set PQ eine Strecke des Zopfes, die von P nach Q führe, seien 
PR und RQ zwei weitere Strecken, die von P nach R bzw. von R nach Q 
führen môgen. Die Dr eiecksf lâche PQR habe aufier der Strecke PQ keinen 
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Punkt mit dem Zopf gemeinsam. Die Strecke PQ wird durch PR, RQ 
ersetzt, wenn das so abgeànderte Gebilde wieder ein offener Zopf ist. 

J'. C. sei der zu J. C. inverse ProzeB. 

Zwei Zôpfe, die durch eine Deformation au.seinander hervorgehen, 
môgen àquivalent heiBen. 

Nach Normierung der Zopfprojektion kann man wieder die Raum- 
deformationen A. C. und A'. C. in Deformationen der Projektion über- 
setzen. Abgesehen von den Deformationen A. C. n. der Projektion, 
die den Zopfcharakter erhalten (Fig. 25), las.sen sich gewisse Opera- 





Fig. 27. n. f.3. 


tionen Q. 2, 3 ausführen, die mit Q. 2. (Fig. 26) und Q. t,. 3 . (Fig. 27) 
bezeichnet werden môgen; es sind das also .solche Operationen 2, 3 . 
welche den Zopfcharakter der Projektion erhalten. Der Beweis, daB 
jede Zopfdeformation A. sich aus £^. f. 2, 3 und den inversen Pro- 
zessen zusammensetzen lâBt, verlâuft àhnlich wie der Beweis der ana- 
logen Aussage beim Knoten in 1 , 3. 

Aus zwei Zôpfen und 32 von q-ter Ordnung kann man durch 
Aneinanderhângen einen neuen Zopf jg = bilden : zu gehôre das 
Rechteckmit den Gegenseiten gn.ggi und den Punktreihen An, Bu, zu 
gj das Rechteck mit den Gegenseiten ^ 12,^22 und den Punktreihen 
Ai 2 , Bn {i = i , 2, . . q) . Die Rechtecke môgen nun so aneinander- 
gelegt werden, daB evtl. nach einer affinen Transformation des zweiten 
Bii mit Ai 2 zusammenfâllt ; dann môge die Strecke g 2 i =gi 2 ausgelôscht 
werden. Das neue Gebilde ist wieder ein Zopf ç'-ter Ordnung. Bezeichnet 
man den Zopf mit nur einem Doppelpunkt, bei welchem der i-te Faden 
den {i + l)-ten überkreuzt, mit ëi (i = i , 2, . . . , q — i), und den- 
jenigen, bei welchem der î-te Faden die {i + 1 )-ten unterkreuzt, mit 
so sieht man, daB sich jeder Zopf mit Doppelpunkten eindeutig 
als g = (^i = ±1) darstellen làBt. 

Sind gj und g^ àquivalent und gg und gg àquivalent, so sind auch 
gig 2 und gig 2 àquivalent. 


§ Z. Die Zopfgruppen. 

Man kann nunmehr die Gruppe 3 î der Zôpfe aus q Faden bilden (7). 
Als Gruppenelemente nehmen wir die Klassen [g] àquivalenter Zôpfe. 
Das Produkt zweier Klassen [gJ und [gJ erklâren wir durch 

[âi] • [32] = [8132] • . 
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2. Die Zopfgruppen. 


Das Produktelement ist hierdurch eindeutig bestimmt. Die Verknüp- 

fung ist assoziativ, der Zopf oh ne Überkreuzungen liefert das Einheits- 

element, und ist , _ =£, 

0 • 

so ist . . . ê”’* das zu [3] inverse Elément. 

Da hier [3] = ist, bilden die Elemente 

(1) 5i = [i^t] (i = 1, 2. . . ÿ — 1) 

ein System von Erzeugenden der Zopfgruppe Qq . 

Die definierenden Relationen der Zopfgruppe findet man, indem 
man die durch Zopfdeformationen bewirkten Abânderungen der Worte 
^ {Si) = s;*, . . . untersucht. 

Die Operation Q. 2- (Fig. 26) und der inverse ProzeB liefert das 
Einschieben bzw. das Weglassen eines Faktors 5^5“® {e — il), also 
nur Abânderungen in der freien Gruppe der S,. 

Bei A. 7t. C- (Fig. 25) kann hôchstens ein Schichtwechsel der Doppel- 
punkte eintreten. Ein einzelner Schichtwechsel bedeutet für das Wort 
1F(S,) eine Vertauschung zweier benachbarter miteinander. 

Dabei muB offenbar <Xt-^«i+ iil sein. Das liefert die Relationen 

(2) 5f S* — S/cSi ■ (Æ -7^ f — 1 , I + 1) 

Q. 3. (Fig. 27) betrifft drei benachbarte Fâden, etwa die Fâden 

f , f + 1 , î + 2 ; dann erhalten wir als Relationen 


c-c Çf ç±l t-±l Ç£ (r£ 

•^i ” ‘^i+1 1 1 


Das liefert sowohl für c = +1 wie e = —i 


(« = ± 1 ) 


(3) Si — 1 . (i — \ , 2, . . . , q 2) 

{2) und (3) sind also die definierenden Relationen von 3 î iw den Er- 
zeugenden (i). 

Die Frage, ob zwei offene Zôpfe âquivalent sind, ist damit auf das 
sog. Wortproblem der Gruppe 3^ in den Erzeugenden (1) zurückgeführt, 
d. h. auf die Aufgabe, zu entscheiden, ob in einer Gruppe mit den Er- 
zeugenden (1) und den definierenden Relationen (2) und (3) zwei Worte 
W (S) und W' (S) dasselbe Gruppenelement bedeuten. Die Frage, wann 
zwei geschlossene Zôpfe âquivalent sind, kann man auf das Trans- 
formationsproblem in der Zopfgruppe zurückführen. Man sieht nâmlich, 
daB die den offenen Zôpfen ê<3^r* nnd 3 zugeordneten geschlossenen 
Zôpfe âquivalent sind und daB umgekehrt zwei offene Zôpfe 3 und 3', 
denen derselbe geschlossene Zopf zugeordnet ist, in der Beziehung 
[3] - [h] [il [âi]"^ stehen. 

Das Wortproblem ist für aile 3? gelôst, das Transformationsproblem 
hingegen nicht. 32 is^ eine unendliche zyklische Gruppe. 38 ist zu der 
Wegegruppe der Kleeblattschlinge einstuf igisomorph (7). In 3$ kann 
man das Transformationsproblem lôsen (8, 12). 



44 


III. Knoten und Gruppen. 


[50 


Eine bemerkenswerte Untergruppe von 3^ bilden die Zôpfe, bei 
denen stets Ai mit Bi verbunden ist ; durch Aufstellung der Erzeugenden 
und definierenden Relationen von % lassen sich zahlreiche neue Zopf- 
eigenschaften erkennen. Z. B. kann man mit ihrer Hilfe die den Schlauch- 
knoten entsprechenden Zôpfe vollstândig klassifizieren {13). 

§ 3. Définition der Gruppe des Knotens. 

Wir knüpfen jetzt wieder an die in 2 , 2 formulierte Aufgabe an, 
berechenbare Knoteninvarianten aufzustellen, und erklàren, wie man 
der Knotenprojektion eine Gruppe aus Erzeugenden und definierenden 
Relationen zuordncn kann {28). 

Die regulare normiertc Projektion eines Knotens mit n Doppel- 
punkten Dn werde in n Bôgen Sj, Sg, . . zerlegt, die 

von Unterkreuzungsstelle zu Unterkreuzungsstelle führen môgen. Auf 
dem Knoten sei ein positiver Durchlaufungssinn und in der Projektions- 
ebenc ein positiver Drehsinn festgelegt. Den n Strecken Si ordnen wir 
formai n Erzeugende 

(1) Si, S^, • • •> Sfi 

zu und jedem Doppelpunkt Di, in dem den Streckenzug SiSi^i 
überkreuzt, eine Relation 

(2) Ri{S) = Sr^iS^^SiS]^^ , {i^-i,2, ,..,n) 

wobei wie bisher €i gleich +'1 odcv —1 ist, je nachdem die Richtung von 
Sx(i) durch eine positive oder négative Dreliung von einem Winkel 
kleiner als zwei Rechte in die positive Richtung von Si überführbar 
ist. Sn+i sei gleibh Si. Die durch die Erzeugenden (1) und die defi- 
nierenden Relationen (2) bestimmte Gruppe SB heiBe die Gruppe des 
Knotens. Ebenso kann man auch einer Verkettung eine Gruppe zuordnen. 

Aus den definierenden Relationen (2) folgt, daB die Faktorgruppe 
der Konimutatorgruppe dieser Knotengruppe eine unendliche zyklische 
Gruppe ist. Macht man nâmlich die Erzeugenden vertauschbar, so 
besagen die Relationen (2) gerade 

= ... 

Die Gruppe des Kreises ist, wie sich aus dem Invarianzbeweis in 
3, 4 und der Berechnung für eine geeignete spezielle Projektion ergibt, 
selbst die freie Gruppe mit einer Erzeugenden. Bildet man in der Gruppe 
einer Verkettung aus r Polygonen die Faktorgruppe der Kommutator- 
gruppe, so entsteht eine ABELsche Gruppe ohne Relationen mit r Erzeu- 
genden. Die Gruppe von zwei unverketteten Polygonen ist das freie 
Produkt der Gruppen dieser Polygone, insbesondere ist also die Gruppe 
von zwei unverketteten Kreisen die freie Gruppe mit zwei freien Er- 
zeugenden. 
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Nicht viel schwieriger ist zu sehen, wie man die in 2 , \ erklàrte Ver- 
schlingungszahl von zwei Polygonen !d) und ans der Gruppe 28 der 
Verkettung dieser Polygone berechnen kann: Unter der zweiten Korn- 
mutatorgruppe einer Gruppe verstehen wir die Untergruppe, welche 
durch die Kommutatoren 

von beliebigen Elementen S der Gruppe und den Elementen ilirer 
Kommutatorgruppe erzeugt wird. Ist nun Sîg zweite Koinmutator- 
gruppe von 28 und g — 28/Sl\ Faktorgruppe nach 3:B, sind 

ferner S^), zwei Erzeugende von 28, die nach der oben angegebenen 
Vorschrift einem Bogen von 1^) bzw. zugeordnet sind, so ist die 
Ordnung des Kommutators 

5(1) 5(2) 5(1) -1 5(2) ^-1 

in g- gleich der Verschlingungszahl von fd) und 

Die Erzeugenden und Relationen gestatten natürlich mannigfache 
Abànderungen. Wir fassen z. B, die Projektion eines geschlossenen 
Zopfes ins Auge, der einem offenen Zopfe aus q Fàden zugeordnet ist, 
welcherdie Punkte^i, A ^ bzw. mitdemPunkt 

verbindet. Sind 5 ai, Erzeugende, die den ^ Bogen 

entsprechen, welche bzw. die Ai und enthalten, so kann man 
sukzessive mittels der Relationen aile übrigen Erzeugenden durch die 
S Ai ausdrücken; es bleiben alsdann genau q Relationen der folgenden 
Gestalt übrig 

(3) 5';,i Li Saic, Lr\ {i = \ ,2, . . .,q) 

Darin sind die Li gewisse Potenzprodukte in den Erzeugenden, welche 
in der freien Gruppe der S aï die Identitat 

( 4 ) n LiSAkiL]'^ = n SAi 

erfüllen. Die Relationen (3) und (4) kann man zu einer algebraischen 
Kennzeichnung von Verkettungsgruppen (Knotengruppen einbegriffen) 
verwenden. Da sich jede Verkettung in einen Zopf deformieren lâBt, 
kann jede Verkettungsgruppe in die durch (3) und (4) charakterisierte 
Gestalt übergeführt werden. Umgekehrt là/it sich aber auch zu irgendeinem 
Relationssystem (3), das die Bedingung (4) erfüllt, ein geschlossener Zopf 
konstruieren, dem durch die zu Beginn dieses Abschnitts erklàrte Vorschrift 
eine Gruppe zugeordnet ist, welche zu der Gruppe mit den Erzeugenden 
SAi[i ~ \ y2, , , ,, q) und den Relationen (3) einstufig isomorph ist (7). 

Man kann eine andere Vorschrift zur Bildung einer Knotengruppe 
in folgender Weise geben: Jedem Gebiet = + der 

Projektionsebene môge eine bestimmte Erzeugende 

(5) n + 
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entsprechen, sei gleich dem Einheitselement. Jedem Doppelpunkt 
Di sei folgendermaBen eine Relation Ri{T)(i = \ , 2, .. .,n) zugeordnet. 
Sind (^ = i , 2, 3, 4) die vier mit Z),- inzidierenden Gebiete (mit 

EinschluC von und stoBen sowie (») je an 

den beiden unterkreuzenden Bôgen durch Di aneinander, also 

sowie «), an den überkreuzenden Bôgen durch Di, so sei 

(6) F.'i{T) — 2 ,..., n) . 

Wie wir in 8, 9 sehen werden, ist die durch (5) und (6) definierte 
Gruppe zu der durch (1) und (2) definierten einstufig isomorph. Man 
kann dies auch direkt durch Abânderung der Erzeugenden und defi- 
nierenden Relationen nachrechnen. 


§ 4. Invarianz der Knotengruppe. 

Die in 3, 3 durch die Erzeugenden (1) und Relationen (2) definierte 
Gruppe ist eine Knoteneigenschaft der regulàren normierten Projektion. 

Zum Beweise, den wir zunâchst rein formai (28) führen, müssen wir 
untersuchen, wie sich Erzeugende und Relationen bei Anwendung der 
Operationen û. i, 2 und 3 ândern. Die Erzeugenden, die der ab- 
geânderten Projektion zugeordnet werden, môgen durch Striche be- 
zeichnet werden: 

(ZZ. 1.) Es môge sich in den Streckenzug s„ eine Schleife legen. 
Dem neuen Doppelpunkt entspricht die Relation 


C'-l C'‘n+I Ç' C'-f«+l 
■^n+1 •^n'^n 


4 ndpr Ç'‘n+i C' C'— fii + i — -I 

1 ouer i , 


woraus beidemal S«+j = S'n folgt. Setzen wir überall S'„ für SÎ,+i, so 
bestehen zwischen den dieselben Relationen wie zwischen den S^. 

(û. 2.) Es môgen die neuen Doppelpunkte durch Überschiebung 
von Si über s„ entstehen. Aus den beiden Relationen für die neuen 
Doppelpunkte, nâmlich 


c'-iç'£«+ 2 Ç' ç' 

'^n+2^l '^n+l'^l 


frH-2 — 


^fH -2 


folgt S'„+2 — ^'n- Setzen wir nun 


s" = Sf (f-t, 2, r = s" = s;+2, 


so bestehen zwischen den S'-' dieselben Relationen wie zwischen den Si, 
und auBerdem zwischen 5" und T die beiden Relationen 


r-iS"*S"5" 


r5"' = 1. 


Die zweite ist eine Folgerelation der ersten. 

(Q. 3.) Hier sind verschiedene Fàlle zu unterscheiden, je nach der 
Orientierung, welche die Streckenzüge des Dreiecks durch Orientierung 
des Knotens bekommen. Es werde hier der in Fig. 22 dargestellte Fall 
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herausgegriffen. Die Relationen der Ausgangsprojektion bezüglich der 
Doppelpunkte des Dreiecks seien: 

7? * = C^«-l Ç 

dann sind die Relationen der S' 


R\ = S',l\S'/iS\S'r^, 
r;_2 = s;z1s;;y’s;_2 5;;;--. 


Hierinist4=«i»%_2 = e„_ i,£^_i— /;„_ 2 ,undferneristei= — c„_i= — fn- 2 - 
Eliminiere ich S„_i mittels R» -2 ans Rn-i und mittels R ^_2 ans 
R'n-x und ersetze in der zweiten so erhaltenen Relation S'^j mittels R'i 
durch S'j“ S'i so sind die Relationen Rf . und R'^(k=l=n — 2) zwischen 
den Si bzw. den S'- {i n — i) dieselben, und S„_ j , S^_i treten nur noch 
in der einen Relation R „_2 bzw. Rn -2 auf. 

Zusammenfassend kônnen wir also sagen, daC die neuen Relations- 
systeme aus den ursprünglichen entstehen durch Hinzunahme und Fort- 
lassen von Folgerelationen oder durch Hinzunahme oder Ausschaltung 
von Erzeugenden, die sich durch die übrigen auf Grund der Relationen 
ausdrücken lassen. Mithin sind die durch die Relationen definierten 
Gruppen untereinander einstufig isomorph. 

Die formalen Invarianten der St aus (1) und der Ri aus (2) gegenüber 
den durch die D, Q' bewirkten Abânderungen erschôpfen sich nicht 
in der durch (1) und (2) erklârten Gruppe {28). Durch die Verànderung der 
Projektionen werden z. B. nur neue Erzeugende mittels Gleichungen 


( 1 ) 


5„ = S^S<,S 


-~e 

b 


eingeführt. Jede Eigenschaft also, die bei Reduktionen und Erweiterungen 
der definierenden Relationen und bei Reduktionen und Erweiterungen der 
Erzeugenden von der Form (1) erhalten bleibt, ist eine Knoteneigenschaft. 

Ferner sieht man: Aile Erzeugenden lassen sich als Transformierte 
von irgendeiner unter ihnen, z. B. 


(2) Si 


r ç r-i. J . ç«<-i ç«<-2 çïi 


(f = 2,3. • • •. «) 


darstellen. Man erhàlt also eine neue invariante mit dem Knoten verknüpfte 
Gruppe, wenn man zu den Relationen Rk{S) dieForderung S* == 1 hinzufügt. 

Aus demselben Umstande kann man folgern, dafi es zu jedem Ele- 
mente WSiW~^ (IFbeliebig) eine invariant mit ihm verknüpfte Klasse 
von Elementen 


(3) 


WU,^^S[W-^ 


(^ = 0, il, rh2, • • • : c — il) 
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gibt. Hierin sei das durch (2) für i = n + 1 bestimmte Potenz- 
produkt Lj, für das nach (2) 

5^ = in+ 1 Ln\\ 
ist. 

Die Invarianz der genannten Elementklassen lâBt sich leicht nach- 
rechnen. 


§ 5. Gruppe der inversen und des gespiegelten Knotens. 

Die Gruppe eines Knotens ist zu der des inversen Knotens und zu der 
des Spiegelbildes einstufig isomorph (9) ; diese Knoten konnen also durch 
die Struktur ihrer Gruppe nicht unterschieden werden. An die Vor- 
schrift 3, 3 (1) und (2) anknüpfend, kehren wir den Richtungssinn der 
Projektion um und ordnen dem Bogen, dem Si entsprach, jetzt eine 
Erzeugende S'- zu. Zwischen den bestehen die Relationen 


Wir führen als neue Erzeugende S'/ = Si ^ ein; die Relationen (1) 
schreiben sich dann 


oder 


O//— c, 

1 1 ^ 
ç//_l ç// rvr—f; 


Der Vergleich mit den Relationen 3, 3 (2) ergibt, daB die Gruppe des 
inversen Knotens mit der ursprünglichen isomorph ist. 

Eine Knotenprojektion ï' des spiegelbildlichen Knotens erhalten 
wir, indem wir die Unterkreuzungen der Projektion in Überkreuzungen 
verwandeln und umgekehrt. Drehen wir jetzt die Projektionsebene 
von ï' um 180° um eine in ihr liegende Gerade g, dann erhalten wir 
eine Projektion ï" des gespiegelten Knotens, die wir als das Spiegelbild 
der ursprünglichen Projektion an der Geraden g erkennen. 

Wir ordnen der Projektion ï" die Erzeugenden Si (i — i , 2, n) 
so zu, daB Si und Si spiegelbildlichen Bogen entsprechen. Die Rela- 
tionen zwischen den Si lauten dann 


( 2 ) 


ç//_l Ç// Ç"fi 

'^<+1 


Nehmen wir als Erzeugende ~ S'f dann erhalten wir für die Rela- 
tionen (2) 


t-'-l C'fi C' c'— 


Ein Vergleich mit den Relationen 3, 3 (2) ergibt, daB die Gruppen 
spiegelbildlicher Knoten einstufig isomorph sind. Trotzdem lâBt sich' 
prit Hilfe der Gruppen z. B. feststellen, daB die Torusknoten nicKt 
amphicheiral sind (vgl. 3, 12). 
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§ 6 . Die Matrix {hicix)) und die Gruppe. 

Wir kônnen jetzt leicht die gruppentheoretische Bedeutung der im 
zweiten Kapitel erklârten Matrizen angeben (3 ; 29). Nach 3, 3 ist bei einer 
Knotengruppe 3B die Faktorgruppe SB/iî der Kommutatorgruppe S 
eine freie Gruppe mit einer Erzeugenden. Als Reprâsentanten der 
Restklassen nach Sï in SS kônnen wir daher die Potenzen (/ = 0, 
±1, . . .) einer Erzeugenden etwa 5 = S y wâhlen. Wir wollen die Er- 
zeugenden und definierenden Relationen von ® nach dem Verfahren 
zur Bestimmung der Erzeugenden und definierenden Relationen von 
Untergruppen (27 ; 33) angeben. Zunàchst führen wir an Stelle der Er- 
zeugenden Sj^ der Knotengruppe neue Erzeugende Ejc em durch 

Sk-=^EkSy 2 , 3 , . . 

die Ei gehôren dann zur Kommutatorgruppe. Auüerdem setzen wir 
Ey^Ey dem Einheitselement. Die Relationen 3,3 (2) schreiben sich 
in den neuen Erzeugenden in der Form 

R,{EyS) == S]^ETly{E,,^ SyYŒ,Sy[E,,,,Sy)-^i. 

Die Erzeugenden der Kommutatorgruppe findet man nach dem Ver- 
fahren in der Form 

S[EkSi^ = Eu = I = 0, ±i, . . .) 

(hierin ist Eto — En) und die Relationen, indem man S'iRk(Ek, S^)Sl‘ 
durch die ausdrückt. Man erhâlt für 

( {^) ~ ^)M) l - 1 l (!) l 

und für ei = 

(2) Rii[E) k(i)i~i {i — \ i 2, .. .y U] / — 0, il, .. .) 

Die Zuordnung SKS'^^ = K' liefert einen Automorphismus der 
Kommutatorgruppe. Wir machen nun Sf kommutativ und führen den 
Operator x durch die Festsetzung 

SKS-^ - 

und symbolische Exponenten 

f{x) ^ a^x^ -Y a^^yx^+^ + ••• + an^r^x'^ 

[a^y niy n ganz rational, m> 0) durch die Festsetzung 

ein. Wir erhalten so aus der Kommutatorgruppe eine kommutative 
Gruppe mit Operator. Es ist — Ef und die Relationen (1) 
und (2) gehen über in 

R,,(E)c^Erf,-'Ef^;-^'Ef (e, = +1), 


Ergebnisse der Mathernatik. I. Reideineister. 


4 




50 


III. Knoten und Gruppen. 


[56 


Von den Relationen für gleiches i kônnen aile bis auf eine, etwa die mit 
l = \ für £< = +1 und 1 = 2 für Si = —\, fortgelassen werden, da sie 
in der Grappe mit Operator Folgerelationen der einen Relation mit 
l = \ bzw. 2 sind. Die Exponentenmatrix der definierenden Relationen 


von ®(x) 

(3) 


«<,.(£) = fe = +f). 


ist mit der rein formai definierten aus (/it(x)) durch Streichung der ersten 
Spalte entstehenden Matrix identisch, und wir erhalten also; Die in 
2, 14 erklàrten L-Aquivalenzklassen der Matrix (ktix)) kennzeichnen die 
Abelscâ^ Gruppe ^{x) mit dem Operator x. 

Da jede der Relationen nach 8, 9 eine Folgerelation der übrigen 
*o) ist, so kann man auch eine der Relationen (3) fortlassen 
und in der Exponentenmatrix der Relationen (3) noch eine beliebige 
Zeile streichen, ohne dadurch die Elementarteiler abzuândern. Damit 
ist auch das in 2, 14 erklârte L-Polynom des Knotens ah Knoteneigen- 
schaft erkannt. 

Zugleich sieht man, wie man noch weitere Matrizen derselben 
L-Àquivalenzklasse aufstellen kann: indem man nâmlich, von anderen 
definierenden Relationen der Knotengruppe ausgehend, definierende 
Relationen der Gruppe ^(x) aufstellt. So erhâlt man z. B. die von 
I.W. Alexander angegebenen Matrizen (vgl. 2, 14), indem man von den 
Erzeugenden 8, 3 (5) und den definierenden Relationen 8, 3 (6) der 
Knotengruppe ausgeht. 


§ 7. Die Gruppe und die Matrizen (c*^). 

Aus der Zerlegung der Knotengruppe nach ihrer Kommutatorgruppe 
ergibt sich, daB die Gesamtheit der in den Restklassen (/ = 0, il , • • •) 
enthaltenen Elemente eine invariante Untergruppe SB* bilden. 

Ein vollstândiges Reprâsentantensystem der Restklassen SBaF" wird 
durch F ç ç 2 ch-i 

geliefert. Demnach erhâlt man nach dem in 8, 6 zitierten Verfahren 
als Erzeugende von SB» 

5*E<Sf* = Eik (ï = 2, 3, Æ = 0, 1 ..... A - 1) und H = S*. 

Das vollstàndige Relationensystem erhâlt man, wenn man 

S*R,Sr* = 1 (A = 0, 1, . . .,A- 1) 
durch die En, S J ausdrückt. Das liefert für = il 

1 =1 (A = 1, 2, .... A 1) 

und für A = 0 

•^1 ~ t 
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und für Si = —1 

=1 (^ == 2 , 3 > • • •f h l) 

und für k = 0, i 

^l^^i+l,h-l^X(i),h-2^hh-2^X(i),h-lSl == 1, 

Setzt man hierin H = = i und macht die so erhaltene Gruppe 

kommutativ, so erhâlt man als Exponentenmatrix die in 2, 2 angegebene 
Matrix (S), die aus (c* durch Streichung derKolonnen (1 ,k) (A=0, 1 , . . . , 
A — 1) hervorgeht. 

Die Gruppe ^f^y die man aus 28;^ durch Hinzunahme der Relation 
H — \ erhâlt, ist, wie ein Vergleich der Relationen mit denen der 
Kommutatorgruppe zeigt, einstufig isomorph zu der Gruppe, die aus 
der Kommutatorgrup|)e durch Hinzunahme der Relationen 

Eu — Eii^h (l = 0, il , . . .) 

entsteht {29), 

Daraus folgt ein entsprechender Zusammenhang zwischen den Grup- 
pen und die aus Si bzw. entstehen, indem man 5Î bzw. 

kommutativ macht und den Operator 

= bzw. S^KnS^^= Kl{K aus ^ und Kf, aus 
einführt. Die Relationen von ergeben sich nâmlich aus denen 

von ^(x), indem man die Relationen 

( 1 ) 

hinzunimmt. Aus den Relationen von kann man die Matrizen 

mit den Torsionszahlen als Elementarteilern ableiten, indem man 
wieder die = Ef (/ - 0,1 ..... A - i) 

als Erzeugende einführt. Nach (1) ist dann 

Ef = E^i, wo k = l (mod/f) 

ist. Damit ist den Relationen der En, die aus (1) folgen, genügt. In den 
übrigen Relationen ersetze man die Ef* durch En. Jede Relation R 
von {x) gibt dabei zu den h verschiedenen Relationen AnlaB, die 
durch Einführung der En in die Relationen (i = 0, \ h — i) 
entstehen. 

Aus diesen Überlegungen folgt, daB die Torsionszahlen durch die 
Aquivalenzklasse der Matrix {kt {x)) hestimmt sind. 


§ 8. Die Wegegruppe des Knotens. 

Die Gruppe des Knotens ist einstufig isomorph zu der Fundamental- 
oder Wegegruppe des KnotenauBenraumes, der Fundamentalgruppe 
der Mannigfaltigkeit also, die aus dem euklidischen Raume entsteht, 

4* 
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wenn man die Punkte des Knotens aus ihm herausnimmt. Definieren 
wir zunâchst die Wegegruppe und zeigen dann hinterher, daB diese 
Gruppé n Erzeugende mit den definierenden Relationen 3, 3 (2) 
besitzt. 

In dem zum Knoten gehôrigen euklidischen Raum wâhlcn wir auBer- 
halb des Knotens einen festen Punkt A und betrachten die von diesem 
Punkt ausgehenden gerichteten geschlossencn euklidischen Strecken- 
züge, die den Knoten nicht treffen. Wir bezeichnen sie als durch A 
gehende Wege W, Unter verstehen wir den Weg, der durch 

Anfügung von tUg an entsteht. Unter \v ^ verstehen wir den zu tv 
entgegengesetzt gerichteten Weg. 

Zwei Wege tv und \v' sollen homotop heiBen, wenn sie sich durch 
wiederholte Anwendung von Opcrationen der folgenden Art ineinander 
überführen lassen: 

A, oc. PQ sei eine Strecke des Weges mit den Endpunkten P und Ç, 
PR und RQ seien zwei weitere Strecken mit den Endpunkten P, R und 
P, Ç, und das Drcieck PRQ habe mit dem Knoten keinen Punkt gemein- 
sam, dann wird PQ durch PP, RQ ersetzt. Das Dreieck PRQ darf 
auch zu einer Strecke entartet sein. 

A\ oc, sei der zu A. oc, inverse ProzeB. Selbstdurchdringungen der 
Wege sind also bei diesem DeformationsprozeB zulâssig. 

Unter einem Gruppenelement der Wegegruppe des KnotenauBen- 
raumes mit dem Aufpunkt A verstehen wir eine Klasse [W] homotoper, 
in A beginnender Wege und unter dem Produkt zweier Gruppenelemente 
[tVi] und [tuj das Elément [tUituJ- 

DaB dadurch wirklich eine Gruppc definiert ist, ist klar; das Ein- 
heitselement ist die Klasse der auf A zusammenziehbaren Wege, das 
inverse eines Elementes [W] die Klasse der inversgerichteten 

Wege. 

Die Struktur dieser Gruppe hàngt von A nicht ab. 

Unter {ti?} wollen wir die Klasse der zu tv homotopen Wege mit 
beliebigem Anfangspunkt verstehen. Jeder Klasse {tUo} entspricht 
dann eine Klasse von Elementen [tv] [IUq] einer Wegegruppe, die 

aus einem bestimmten Elément [\Vq] durch Transformation mit einem 
beliebigen [\v'] hervorgehen. Die auf einen Punkt zusammenziehbaren 
Wege heiBen auch j, homotop NulV\ 

§ 9, Struktur der Wegegruppe. 

Um die Erzeugenden und definierenden Relationen der Wegegruppe 
zu gewinnen, werde irgendeine regulàre Projektionsrichtung gewàhlt. 
Durch jeden Punkt P des Knotens geht ein bestimmter Projektions- 
strahl, der durch P in einen oberen und einen unteren Halbstrahl zerlegt 
wird, von dem man nach Auszeichnung einer Richtung den unteren 
Halbstrahl beibehalt. 
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Die unteren Halbstrahlen erzeugen einen von dem Knoten begrenzten 
Halbzylinder z (Fig. 28) ; den Doppeipunkten der Knotenprojektion 
entsprechen Doppelerzeugende (Doppelachsen) des 
Zylinders; in ihnen durchsetzt sich der Zylinder. 

Den Bôgen des Knotens entsprechen Flàchen- 
stücke des Zylinders, die von und von aufeinan- 
derfolgenden, vom Knoten ausgehenden Doppel- 
achsen (i = 1 , 2 , . . . , w) begrenzt werdcn. Durch 
die Orientierung des Knotens wird für die Flâchen- 
stücke eine linke und rechte Seite erklârt. Der Auf- 
punkt A môge nicht auf z liegen [34). 

Zunâchst sieht man ein, daÛ zwei Wege tu» und 
tu^, die z nur einmal durchsetzen, und zwar dasselbe Flâchenstück Zi 
in gleicher Richtung, z. B. von links nach rechts, zueinander homotop 
sind. Wir bezeichnen die Klasse [tuj mit 5^. 

Nun kann man jeden Weg tu durch A, der nacheinander die Flâchen- 
stücke 

• • • > 

durchsetzt, so deformieren, daB er aus solchen durch A gehenden 
Elementarwegen zusammengesetzt erscheint, die nur je ein Flâchen- 
stück in dem einen oder dem anderen Sinne durchsetzen. Daher ist 





wobei £i = +i oder Cf = —1 ist, je nachdem Zi von links nach rechts 
oder von rechts nach links durchsetzt wird. Da man jeden Weg so 
deformieren kann, daB er z nur endlich oft durchsetzt und keine Doppel- 
achsen pa.ssiert, sind die 5* ein System von Erzeugenden der Wegegruppe. 

Es kann natürlich der Fall eintreten, daB formai verschiedene Worte 
das gleiche Gruppenelement bedeuten. Das ist gerade dann der Fall, 
wenn die zugeordneten Wege homotop sind, d. h. durch sukzessives 
Ansetzen oder Weglassen von Dreiecken auseinander hervorgehen, die 
den Knoten nicht umschlingen. 

Man kann diese Deformationen aus solchen zusammensetzen, bei 
welchen die Flâche des Dreiecks PRQ von hôchstens einer Doppelachse 


getroffen wird und der Rand des Dreiecks den Halb- 
zylinder z gerade viermal oder zweimal durchsetzt, 
je nachdem die Dreiecksflâche von einer Doppelachse 
getroffen wird [A. oc. 1.) oder nicht (A. oc. 2.). Die 
Deformationen A. oc. 2. bewirken das Einschieben oder 
Streichen einesFaktors Die Deformation J. oc. \. 

(Fig. 29) bedeutet die Anwendung einer Relation 3, 3 (2). 



Fig. 29 . 


Daraus folgt, dafi die Relation 3, 3 (2) die definierenden Relationen 


der Wegegruppe in den Erzeugenden Si ~ [wJ sind. 
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Wir bemerken noch : Von den n Relationen Ri (S) ist je eine eine 
Folgerelation der n — 1 anderen; denn einen Weg, der eine Doppel- 
achse einmal umschlingt, kann man auch als einen Weg betrachten, 
der die übrigen n — \ Doppelachsen je einmal umschlingt. Die in 
3 , 4 (2) erklàrten Elemente Ln+i lassen sich durch Wege reprâsentieren, 
welche einem Parallelknoten aus einem Faden entsprechen. Die Homo- 
topieklasse eines beliebigen Parallelknotens ïj, gehôrt zu einer Klasse 
konjugierter Elemente der Form 

Man kann in mannigfacher Weise Erzeugende und definierende 
Relationen der Wegegruppe aufstellen, indem man den AuBenraum 
statt durch den Halbzylinder z mit Hilfe anderer Flàchen aufschneidet ( 25 ) . 
Es sei Z. B. /?«, das in 1 , 4 erklàrte vom Knoten berandete Band, das 
den weiBen Gebieten entspricht, und das analoge Band, das den 



l'ig- 30 a. Fig. 30 b. 


schwarzen Gebieten entspricht. Diese Bander kônnen so gelegt werden, 
daB sie sich in gerade, n Strecken di = U'’ Ui durchsetzen, welche je 
eine Überkreuzungsstelle mit der zugehôrigen Unterkreuzungsstelle ver- 
binden. Der Knoten und die Strecken di zerlegen die Bander P„, und 

in « 4* 2 Flâchenstücke /q. A, • . /n+i, die bzw. auf die Gebiete 

^1’ ■ ■ ■ > projiziert werden. Unter / verstehen wir die aus 

den fi (2 = t , 2, . . ., w + 1) gebildete Flàche (Fig. 30). Es gibt dann 
wieder zu jedem Weg tt) einen homotopen tu', welcher / nur endlich oft 
durchsetzt. Daraus schlieBt man, daB die Klassen [tuj = F,- (î = 1 , 2, . . . , 
n + \) von Wegen tOi, welche / gerade einmal in /,• (t = 1 , 2, . . . , n + 1) 
von unten nach oben durchsetzen. ein System von Erzeugenden der 
Wegegruppe bilden; in 3,3 (6) erkenntman die definierenden Relationen ; 
sie entsprechen den Wegen r(, welche die Strecken di einmal um- 
schlingen. 

Ist rt) ein Weg aus der Klasse [tu] = W und liegt W in der Rest- 
klasse fS" nach der Kommutatorgruppe, so ist v die in 2, 1 definierte 
Verschlingungszahl von tu und dem Knotenpolygon. Die Untergruppen 
SB* bestehen mithin aus den Klassen lu solcher Wege, welche der Knoten 
^ A-mal (A = 0, dbl, • • •) umschlingen. Liegt [tu] in ^ und ist [tu] 
von dem Einheitselement verschieden, so liefert die aus lu = A und 
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dem Knoten ï = ïg bestehende Verkettung eine solche mit der Ver- 
schlingungszahl v gleich Nvill und der Verkettungszahl ungleich Null. 


§ 10. Überlagerungen des KnotenauBenraumes. 

Zwischen der Wegegruppe und den unverzweigten Überlagerungen 
einer Mannigfaltigkeit besteht ein enger Zusammenhang, den wir für 
den KnotenauBenraum A folgéndermaBen beschreiben kônnen. 

Es sei Z der in 8, 9 erklàrte Halbzylinder, der von einem làngs des 
Knotens l parallel verschobenen Halbstrahl überstrichen wird. 

Der durch einen unendlich fernen Punkt abgeschlossene Raum werde 
lângs dieses Zylinders aufgeschnitten und dadurch in eine Zelle Z ver- 
wandelt, deren Randflâche aus dem doppelt überdeckten Zylinder be- 
steht. Die Randflâche wird durch ï in zwei Stticke und z^ und mit 
Hilfe der nun vierfach überdeckten Doppelachsen in die Flâchenstücke 
(^ = 1 > 2, . . w) zerlegt. Sind nun ZW endlich oder abzàhlbar 
unendlich viele zu Zkongruente Zellen und bzw. zf^, zf^ (^ = 1,2,...) 
die Flâchenstücke ihrer Berandung, so wird eine Überlagerung F des 
AuBenraumes A erklârt, indem man paarweise die Flâchenstücke zfi 
und z^^^i mit gleichem Index i und gleichem oder verschiedenem Index 
k, l aufeinanderlegt, und zwar so, daB sich um jede Gerade über einer 
Doppelachse gerade vier solcher Flâchenstückpaare gruppieren; oder 
anders gesagt so, daB jeder Weg xf des Überlagerungsraumes über 
einem geschlossenen Wege ti des KnotenauBenraumes, der eine Doppel- 
achse gerade einmal umschlingt, selbst wieder geschlossen ist. 

Beim Durchschreiten der den Zi entsprechenden Flâchenstücke in einer 
bestimmten Richtung (von links nach rechts) komme man von irgend- 
einer Zelle in irgendeine gleiche oder verschiedene Zelle Die 

kj durchlaufen dabei aile Indizes der Zellen Zü‘^ und die so einander 
zugeordneten Zahlen / ^ 2 

bilden also eine bestimmte Permutation. Jedem Flâchenstück zt ent- 
spricht so gerade eine Permutation und wegen der besonderen Be- 
dingung für unsere Überlagerung erfüllen diese Tti die Relationen der 
Fundamentalgruppe des KnotenauBenraumes. Entsprechen nâmlich den 
Flâchenstücken Zi die Erzeugenden 5^ der Knotengruppe 2B und ent- 
spricht dem Weg ti um eine Doppelachse die Relation 



Ri{S) = 

S O muB auch, weil die Wege x^"^ über x^ geschlossene Wege sein sollen, 




die identische Permutation sein. Die erzeugen also eine zur Knoten- 
gruppe isomorphe Gruppe Knotengruppe isomorphe 
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Permutationsgruppe ^ liefert einen Überlagerungsraum Y von der ge- 
forderten Eigenschaft. 

Jeder Punkt und jeder Weg des Überlagerungsraumes 
liegt über einem wohlbestimmten Punkt A und einem wohlbestimmten 
Weg W des Knotenaufienraumes. Ist W ein in A beginnender Weg, so 
gibt es umgekehrt einen wohlbestimmten Weg liber tu , welcher in 
dem Punkte A^^^ über A beginnt. Deformationen A. v. geschlossener 
Wege lassen sich in Y âhnlich wiedie Deformationen zJ. ^x. in A erklàren, 
und damit lâfit sich auch die Homotopie von Wegen in F und die Wege- 
gr lippe von Y definieren. 

Ist tu ein in A beginnender geschlossener Weg, der in A homotop 
Null ist, so ist jeder Weg tu^^^ über tu ebenfalls geschlossen und in Y 
homotop Null. Y ist also eine unverzweigte Überlagerung von A. 

Hieraus folgt: Sind tUi und iUg homotop und tuj^\ die in A^^^ 
beginnenden Wege über tu^, tU 2 , so sind und tu^^^ entweder beide 
geschlossene oder beide offenc Wege. Die Gesamtheit der Elemente [tu] 
aus 3B, für welche die in A^^^ beginnenden Wege tu^’^ über tu geschlossen 
sind, bilden eine Untergruppe Uy von 28. Die Ur (^ ==1,2,...) bilden 
eine Klasse konjugierter Untergruppen. Die Wegegruppe von Y ist 
zu der Untergruppe Uy einstufig isomorph. 

Zu jeder Klasse konjugierter Untergruppen von 28 lâDt sich 
umgekehrt eine bestimmte unverzweigte Überlagerung konstruieren. 

vSornit kann man die Untergruppen der Wegegruppe eines Knotens 
als Wegegruppen von Überlagerungsmannigfaltigkeiten des Knoten- 
auBenraumes auffassen. Die zu den Gruppen gehôrigen Überlage- 
rungen Y h erhâlt man, indem man 

— ... ___ JTyj — «TT 



(.2.3 V 

setzt. Die Elementarteiler der Matrizen (c*^) sind dementsprechend die 
Torsionszahlen (5; 27) der Mannigfaltigkeit F*. 

In den Überlagerungsrâumen Y gibt es eine oder mehrere Kurven 

(i = 1 , 2, . . r), welche den Knoten ï überlagern. Man erhâlt neue 
unberandete Überlagerungsrâume Y*, wenn man diese Randkurven von 
Y mit zu Y hinzurechnet. Die Wegegruppe eines F* entsteht aus der 
Wegegruppe SSy des zugehôrigen Y, indem man ein System von Wegen 
ttjW (t — i , 2, r) bildet, welche die je einmal umschlingen, [tüW] 
in den Erzeugenden von SB y ausdrückt und diese Potenzprodukte als 
definierende Relationen hinzunimmt. Für den Raum Yl erhâlt man 
so H — S'‘ = i als neue Relation. 

Analoges gilt für Verkettüngen. Jede dreidimensionale Mannig- 
faltigkeit lâBt sich als eine Überlagerung F* von Verkettüngen dar- 
stellen (4). 
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§ 11. Die Gruppe von Parallelknoten. 

Wenn man die Gruppe einzelner Knoten untersuchen will, ist es oft 
zweckmâBig, vorerst neue Erzeugende und definierende Relationen auf- 
zustellen, aus denen sich Gruppeneigenschaften leichter erkennen lassen 
als an den Erzeugenden 3, 3 (1) und den definierenden Relationen 
3, 3 (2). Als Beispiel hierfür geben wir ein System von Erzeugenden 
und definierenden Relationen für die Gruppe 3®^^ von Parallelknoten 
an, das sich besonders leicht aus den Erzeugenden und definierenden 
Relationen der Gruppe 3® des ursprünglichen Knotens ï herleiten lâBt 
und über die Struktur der Gruppe 3®jr in ihrer Beziehung zur Gruppe 3® 
Auskunft gibt {14). 

Es seien D^ {i — \ , 2, . . . , n) die Doppelpunkte einer Projektion 
von f, die nach 3, 3 (1) und (2) zugeordneten Erzeugenden und defi- 
nierenden Relationen seien (f = 1, 2, . . und 

Der zu f gehôrigc Parallelknoten von q Fâden und der Verdril- 
lungszahl r > 0 sei so gelegt, daB die Projektion des eingehefteten 
Zylinderzopfes mit der Verdrillungszahl r zwischen dem zu D„ \md zu 
Dj gchôrigen Überkreuzungskomplex von je Doppelpunkten fâllt. 
An dieser Projektion würde man nach der Méthode von 3, 4 entsprechend 
den n zu den DigehorigenDoppelpunktskomplexenç’^wund den Doppel- 
punkten des Zylinderzopfes entsprechend weitere y{q — \) Erzeugende, 
also insgesamt q'^n r{q — \) und ebensoviel definierende Relationen 
für die Gruppe 3®,,,. von ï^,. ablcsen. 

Wir wollen an Stelle dieser Erzeugenden gewisse neue einführen, 
die für den Knoten als Parallelknoten einfache geometrische Bedeu- 
tung haben. Denken wir uns an Stelle des Knotens î den dazugehôrigen 
Schlauchund îçr auf dcmselben liegend, so kann man den Erzeugenden S'* 
von 3® die entsprechenden Umschlingungen T/^ des Schlauches zuordnen; 
jedes der T^{k = \ ,2, ■ . ..n) umschlingt, als Weg der Gruppe 
aufgefaBt, je die q Fâden von Igr. Aus dieser Deutung der geht 

hervor, daB in ihnen die Relationen Ri{Ti^ = \ {i — \ , 2 . .,M)gelten, 
die aus Ri{Sk) entstehen, indem je S* durch 7* ersetzt wird. Wir be- 
haupten nun, daB 3B,r durch àia Tt{k = \ ,2, . . . , n) und einer weiteren 
Erzeugenden Q, die der Seele des Schlauches entspricht, mit den 
definierenden Relationen Ri{Tk) {i = \ ,2, .. .,n) und einer neuen de- 
finierenden Relation R {Q, Tk), die wir sogleich genau angeben werden, 
erklàrt werden kann. 

Wir betrachten zunâchst die den Doppelpunkten Di entsprechenden 
n Doppelpunkte D,-,* {i = i , 2, . . . . n; k = i , 2, . . . , q^) . Sind Ua 
die zugehôrigen Unterkreuzungsstellen, so kônnen wir die Numerierung 
so treffen, daB die von D,* nach Uik+g führenden Teilbôgen von îgr 
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keine Überkreuzungsstellen enthalten. Die sâmtlichen Erzeugenden, die 
diesen Bôgen entsprechen, kônnen dann offenbar eliminiert werden. 
Somit bleiben nur die solchen Teilstrecken entsprechenden Erzeugenden 
Si,k{k — \ ,2, . . . , q) , die von einem zu einem führen 

{i = 2, n) und die Erzeugenden Si,*, den Bôgen ent- 

sprechend, welche in den Zylinderzopfteil einmünden und in Ui,k bzw. 
Un,k enden bzw. beginnen. Setzen wir zur Abkürzung 

H) nSi,k=Ti (/= 1,2,...,«+ 1), 

k — q 

so lauten die den D,-,* jetzt noch entsprechenden Relationen 

(2) == • {t = i , 2, . . If, k = i , 2, . . q) 

Hierin ist fii die Charakteristik des Doppelpunktes A- 

Wir betrachten nun (1) als Definitionsgleichungen der neuen Er- 
zeugenden Tj. Aus (i) und (2) ergeben sich die Relationen 

(3) {i = \,2,...,n). 

Hierin ist infolge der Zylinderzopfrelationen (leicht ersichtlich auch aus 
der geometrischen Bedeutung der Elemente T[} 

(4) T„^x = T,. 

Die Gleichungen (1) für i — i , 2, . . . , n gehen aus der Gleichung (1) 
für i — n -\- \ durch Transformation mit geeigneten Elementen und 
Anwendung von (2) und (3) hervor und kônnen somit fortgelassen werden. 
Es bleibt mithin von den Gleichungen (1) nur 

(1*) • 

k—q 

Nun ersetzen wir (2) durch die gleichwertigen Relationen 
(2 ) 

(î = 1. 2, . . k = \,2, . . . ,q) 


Indem wir beachten, dafi Si,k {i =f= \ , n -\- i) in den Zylinderzopf- 
relationen nicht auftreten, eliminieren wir diese Erzeugenden und be- 
halten von den Gleichungen (2*) nur 

(2**) Rn + l,k = + Zn + 1 (T) Z-n+l (T) {k = \ , 2 , . . . , q) 


bei. 

Wir wenden uns nun den Zylinderzopfteilen zu. Die überkreuzenden 
Strecken zerlegen den Zopf den r Verdrillungen entsprechend in z -f 1 
Schichten von je q Strecken. Die Erzeugenden, die zur /-ten Schicht 

gehWei., seien mit ^ _ 2 , + i ; i = t , 2 î) 

bezeichnet. Es sei 


(5) 


— 5n+i,jfc, Af^x^h — (^ == 1 1 2, . . . , 5^) ,* 
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man erhâlt die Relationen zwischen den Ai^k bei Rechtsverdrillung 
nach der üblichen Vorschrift unter Einbeziehung der Identitàten Ai;f 
= Al - 1,1 in der Form 

(6) Ai,t = Ar-\,iAi-i,i+iAt-i,i (i = 2, 3, . . + 1; k = i,2, . . .,q), 

Hierin môgen die zweiten Indizes module q genommen werden. 

Aus (6) folgen die Gleichungen 

(6*) ^J^^.lc-^ = {^AlyAl,„^Al,l. 

Hieraus ergibt sich fiir k — j \ 

y+i i 

IJAi,! = Aij_^i II A 1,1 

und daher durch wiederholte Anwendung dieser Relation 

IJAi,! = IIAi i . 

;=1 l=r 

Wir setzen nun zur Abkürzung 

~ IISn+1,1 . 

Es ergibt sich dann aus ( 6 *) für j = r unter Beachtung von (5) 

( 6 **) Si,k-r = L-'Sn+i,kL (k = \,2 q), 

wàhrend aile übrigen Ai, te und aile übrigen Relationen (6*) eliminiert 
werden kônnen. 

Mit Hilfe von ( 6 **) eliminieren wir nun die Si,* aus Rn+i.t, und 
indem wir die Elemente Sn+i.t jetzt mit S* bezeichnen und zur Ab- 
kürzung 

(7) L,^i{T)L~^ = Q-\ L^nSi 

l = r 

setzen, erhalten wir als definierende Relation von SB,r in den Er- 
zeugenden T* und Si neben den Gleichungen (3) und (4) 

( 8 ) = T^^nsi 

l=q 

und 

(9) {k = \,2, . . .,q). 
Aus ( 9 ) folgt 

(9a) = 

Wir werden jetzt zeigen, daB m^ Sj durch Q und L„+i ausdrücken 
kann. Zu diesern Zweek beachten wir, daB nach ( 9 ) 

(10) = 
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ist und daher unter Beachtung von ( 7 ) 


— Q^LQ ^ , 

S,rS,r-x . . . . . . 5 , = nç^LQ-^ = Q‘{Q-^LY = Q^LU, 

l=t-l 

Nun sei 


a — Qr = xq + \ ; 

/7S, = ç-l;,., 

i~a 

nsi = s,[ns})'^s, Tï. 

i—a \i=^q J 

S,^QoLl^,T-\ 

Nunmehr betrachten wir Gleichung ( 7 ) als Définition der neuen 
Erzeugenden Q und eliminieren dafür die Erzeugenden 5*. Zunâchst 
kônnen wir, da wegen (iO) und (H) 

Sk^^=<^S,Q~o 

{1 = 2,}, ....q) 

setzen. Führen wir diese Ausdrücke in Rn+\,k cntstehen Rela- 

tionen, die aus (9 a) mit k = \ folgen. Soinit ergeben sich als definierende 
Relationen aus (7), ( 8 ), (9) 

(13) R[ = R', = Q''^-HQ-‘^S,yL,,U . 

(14) 7^i = Sr‘Ç«5,Ç-G 

Nun eliminieren wir noch Sj mittels (12) aus (I 3 ) und (14). Indem man 
beachtet, daB Ln+i und Tj nach ( 3 ) und ( 4 ) vertauschbar sind, erhâlt 
man aus (I 3 ) 

oder unter Beachtung von ( 11 ) 

Diese beiden Gleichungen lassen sich durch die eine 

( 15 ) (^-KUT[ 

ersetzen. Wegen (15) ist auch (14) erfüllt. 

Für r < 0 laufen die Rechnungen analog. Wir erhalten daher : 
Die Gruppe des Parallelknotens wird durch die Elemente 
Tic {k = i, 2, .. .,n) und Q mit den definierenden Relationen 

I Ri {Tic) = (»■) '^i'^X(i)> (*' — 1 > 2 , .... n] 

1 R{Q,Ti,)=Q-<iL4,Tl 


( 11 ) 

dann ist einerseits 
und andererseits 

Also ist 
(12) 


(16) 

erzeugt. 
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Die Ri{T]^ entstehen aus den Relationen 3, 3 (2) der Gruppe des 
Ausgangsknotens, indem man für die Sk je Tk setzt. ist durch (2*) 

erklàrt. Tn+i ist gleich Tj. 

§ 12. Die Gruppe der Torusknoten. 

Ans dem Ergebnis von 3, H ergibt sich die Gruppe der Torusknoten als 
Spezialfall. Als Tràger des Schlauches legen wir den doppelpunkt- 
frei projizierten Kreis zugrunde, dann wird die Gruppe des Torus- 
knotens aus q Fâden mit der Verdrillungszahl r erzeugt von Q und 
da Ln+i(T)=1 wird, mit der einen Relation R ~ Q~^T[. 

Über die Struktur dieser Gruppen (32) lâBt sich das Folgende leicht 
feststellen: == T{ ist mit allen Elementen der Gruppe vertauschbar, 

und ist Z irgendein Elément, das mit sâmtlichen Elementen der Gruppe 
vertauschbar ist, so ist Z == (^ == 0, » ♦ • •)• ~ 

erzeugte Untergruppc ist also das Zentrum 3 von SB. Die Faktor- 
gruppe g = 3B/3 ist eine Gruppe mit den Erzeugenden (), und den 
definierenden Relationen 

Sie ist das freie Produkt ihrer beiden von Q bzw. erzeugten 
Untergruppen. Die weiteren Môglichkeiten, ^ als freies Produkt von 
endlichen zyklischen Untergruppen darzustellen, lassen sich leicht über- 
sehen. Die einzigen Elemente endlicher Ordnung von g sind nâmlich 

WQ^W \ WTlW 

(W belicbig; i = 1 , 2, . . ~ 1 ; Æ == 1 , 2, . . ., |r] — 1) 

Daraus folgert man, dab die teilerfremden Zahlen q und | z | , als Maximal- 
ordnungen der Elemente endlicher Ordnung, für ^ und damit für SB 
charakteristische Zahlen sind. Ferner lassen sich die Automorphismen 
von ^ und damit die von SB angeben; letztere haben die Form 

(1) Ç' = WQ'W \ WTIW K (W beliebig; e = ±i) 

Diese Tatsachen kann man zu einer vollstàndigen Klassifikation 
der Torusknoten verwenden. Es ist leicht zu sehen, daB zwei gleich- 
sinnig verdrillte Torusknoten mit q — a, \r \ ~ b und q ~ b und |z| = a 
isotop sind. Folglich sind zwei gleichsinnig verdrillte Torusknoten aus 
q bzw. q' Fàden mit der Verdrillungszahl r bzw. r' dann und nur dann 
isotop, wenn q ^ q* und r ~ r* oder wenn q — \r'\ und | z | == ist. 

Um die Klassifizierung der Torusknoten zu Ende zu führen, wollen 
wir noch zeigen, daB auch die in verschiedenem Sinne verdrillten Knoten 
mit gleichen Zahlenpaaren q,\r\ nicht isotop sind (16\32). Da der zu y, z 
gehôrige rechtsverdrillte Knoten l das Spiegelbild des linksverdrillten 
Knotens mit q, — z ist, so besagt unsere Behauptung auch, daB aile 
Torusknoten nicht amphicheiral sind. 
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• Aus der Définition von in 8, H (1) folgt, daB bei einem Torus- 
knoten das in 3, 4 (2) erklàrte Elément L„H.i = rî = ç-« ist, daB also 
die den Elementen WQ*W~^=^Q^ entsprechende Homotopieklasse 
durch einen Parallelweg zum Torusknoten repràsentiert werden kann, 
Wir behaupten nun, daB Ç*, durch eine solche Parallelkurve p 
repràsentiert, dem Knoten einen bestimmten Richtungssinn verleiht, 
daB also Ç* nicht in einen invers gerichteten Parallelweg deformiert 
werden kann. 

Die sàmtlichen zu mit p gleichgerichteten Parallelwegen gehôrigen 
Klassen von Gruppenelementen werden durch 

(/ = o, ±1....) 

und die sàmtlichen zu invers zu p gerichteten Parallelwegen gehôrigen 
Klassen durch Ç " ^ 0 1 ) 

repràsentiert, wo S irgendein Elément 3, 3 (t) der Gruppe ist (3, 9)- 
Wâre also p in einen invers gerichteten Lâng,sweg deformierbar, 
so müBte in der Gruppe SB 

Qi= 

also, da Ç* mit allen Elementen vertauschbar ist, WS’‘W~^ = sein. 
Andererseits kônnen wir nach 3, it (12) Sgleich Tï’‘ wâhlen, Ln+i (T) 
in 3, H (12) ist' ja hier gleich der Identitât; in ^ = SB/3 erhalten 
wir also, daB {Q- Tf ’*)* das Einheitselement darstellt. Das widerspricht 
aber der Tatsache, daB % das freie Produkt der von Q bzw. Tj erzeugten 
Untergruppen ist. 

Der Beweis unserer Behauptung folgt nun so: LieBe sich ï in sein 
Spiegelbild V deformieren, so müBte es eine Abbildung 3; dès éuklidi- 
schen Raumes geben, die f in sich überführt und den Schraubungssinn 
des Raumes umkehrt — nâmlich die aus einer der Deformation von 
ï in V entsprechende Abbildung des euklidischen Raumes auf sich 
und der Spiegelung, welche ï' nach ï überführt, zusammengesetzte Ab- 
bildung. Eine solche Abbildung existiert aber nicht. Es sei nâmlich 

A(Ç)=,Ç', A{T,)^T[ 

der irgendeiner Abbildung % von l auf sich entsprechende Automorphis- 
mus. Alsdann ist nach (1) 

q'=WQ‘W-\ T^ = WTIW-K (e = ±l) 

Ist hierin e = -f-1, so wird der gerichtete Knoten ï un ter Erhaltung 
des Richtungssinns auf sich abgebildet; denn Ç*, die etwa mit dem 
Knoten gleichgerichtete Parallelkurve des Knotens, geht in = Ç®, 
also in sich über, und die Kurven, welche ï einmal im positiven Sinne 
umschlingen, gehen wieder in solche über, da die Restklasse 
nach der Kommutatorgruppe ® in sich übergeht. Mithin muB die 
zugehôrige Abbildung den Schraubungssinn erhalten. Ist aber e = —1, 
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so wird die gerichtete Kurve ï unter Umkehrung des Umlaufssinnes 
auf sich abgebildet ; aber gleichzeitig die einmal positiv umschlingenden 
Kurven in die einmal negativ umschlingenden, und der Schraubungssinn 
bleibt àlso wieder erhalten. 

§ 13. Das i-Polynom von Parallelknoten. 

Nach der gruppentheoretischen Deutung des L-Polynoms kann man 
das Rechnen mit Gruppen für die Berechnung des L-Pol)moms aus- 
werten. 

Wir geben hier die Berechnung des L-F’olynoms für Parallelknoten, 
an 8, 11 anknüpfend, wieder {14). 

An Stelle der T» führen wir neue Erzeugende Ti = EiT^ ein und 
ersetzen formai T\EiTï^ durch En (f = 1 , 2, . . l = 0, il, . . .). 
Macht man die Ti vertauschbar, so folgt aus R{Q, Tt) in 3, 11 (16) 

(1) mit - £i = (ü . 

i=l 

Daher ist in 

( 2 ) (^^W(En)Tr^\ 

Aus 3, 11 (1) folgt, daB in die Restklasse der Kommutator- 

gruppe von gehôrt, wo S ein einmal umschlingendes Elément 
bedeutet, und aus (2) folgt, daB Q in die Restklasse fâllt. Da 

q und r relativ prim sind, kônnen Q und Tj durch ein Paar primitiver 
Elemente En+i und Sj aus der freien von Q und erzeugten Gruppe 
derart ersetzt werden, daB En+i zu und Sj zu ^qrS gehôrt. Als- 
dann ist 

( 3 ) Q = Q . s,) = w, '■ 

und 


(4) T, = Tl S,) = S\ 


mit 


{1 — 0, il, . . .) 

Um ^gr{x) zu bilden. 

haben wir 




(i = 1, 2, . . « i 1) 

zu setzen, die Ef vertauschbar zu machen und die Gestalt der neuen 


Matrix festzustellen. 

Da 

ist in Eu = Ef'‘. 

Also erhâlt man nach 3, 6 aus den Relationen 3, 11 (16) die zu £jr{^) 
gehôrige Exponentenmatrix, wenn man in der Exponentenmatrix der 
Gruppe ^(x) des ursprünglichen Knotens x durch xfl ersetzt und eine 
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noue £«+1 entsprechende Spalte und eine der neuen Relation i? (Ç, T,) 
entsprechende Zeile hinzunimmt. Nur in der neuen Zeile tritt £n+i 
wirklich auf. 

Nun folgt a us (2) unter Benutzung von (3) und (4) 

W{Eu) := W{Eu) • {W^ 5^+’-}-^ 

der Exponent von En+i ist also von W [Eii) unabhàngig, da hierin der 
Index i nur von 1 bis n lâuft. Aus der Définition von und in 
(3) und (4) folgt ferner: Der Exponent von ist das L-Polynom 

eines Torusknotens aus q Fâden mit der Verdrillungszahl ÿco + r. Ist 
also F[x) das Polynom von ï und Pq^-^-r^niP^) dieses Torusknotens, 
so ist das zu Iqr gehôrige Polynom 

(5) Fg,{x) = F{x^) • Pg,„+r,q{x) . 

Die Berechnung von Pt,o>+r,qi^) üefert ein Krei.steilungspolynom 

qo) + r,q\ ) ’ 

Mittels (5) kann man die Zahlen q, qoy + r eines Parallelknotens als In- 
varianten erkcnnen, wenn F{x) einen FaktorÇ(A;) 1 besitzt, der nicht 
Kreisteilungspolynom ist. (5) liefert ferner eine Berechnungsvorschrift 
des Polynoms von Schlauchknoten. Aus diesen Polynomen gelingt es 
für die gleichsinnig verdrillten Schlauchknoten s-ter Stufe, die für den 
Aufbau dieser Knoten nach 1, 8 charakteristische Zahlenreihe qi, 

(i = 1 , 2 , . . . , s) abzulesen und somit diese Knoten vollstàndig zu 
klassifizieren (14). 

§ 14. Einige spezielle Knotengruppen. 

Die in 3, 12 benutzte Erzeugende Tj für die Gruppe der Torus- 
knoten lâBt sich nach 3, 11 durch einen Weg repràsentieren, welcher 
den Torus, auf dem der Knoten liegt, einmal umschlingt. Entsprechende 
Erzeugende lassen sich für Knoten einführen, welche auf solchen Flâchen 
von hôherem Geschlecht p liegen, die von den Geraden eines Parallel- 
büschels in hôchstens zwei Punkten getroffen werden. Bei solchen 
Knoten gibt es immer ein System von p \ Erzeugenden, von denen 
P Wegen entsprechen, die diese Flâche umschlingen. Ein Knoten, 
dessen Projektion m endliche schwarze Gebiete bestimmt, lâBt sich 
immer auf eine Flàche der genannten Art vom Geschlecht m legen. 
Von den w + 1 genannten Erzeugenden sind ‘ hier dann m die den 
schwarzen Gebieten durch 3, 3 (5) zugeordneten Elemente und die 
letzte Erzeugende entspricht irgendeinem Weg, der den in 3, 9 erklârten 
Zylinder z nur einmal durchsetzt. 

Mittels dieser Erzeugenden lâBt sich z. B. die Gruppe SBg für altér- 
nierende Brezelknoten und die Gruppe SB* » 3 B 2 durch Hinzu- 

nahme der Relation fiT — = 1 entsteht, leicht aufstellen (27), 
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Liegen auf den drei Zweierzopfteilen des Brezelknotens bzw. Ui (i = 1 , 
2, 3) Überkreuzungen, so hat SES* geeigneten Erzeugenden Ui (i = 1 , 
2, 3) die definierenden Relationen 

( 1 ) R, - R, = [/3 ^3 U, . 

Falls aile > 1 sind, erzeugen t/f» = f/f» = das Zentrum 3 von 
SB*; die Faktorgruppe 3B*/3 lâCt sich durch eine ebene diskon- 
tinuierliche Transformationsgruppe darstellen; die Ui ergeben sich als 
charakteristische Zahlen für g und damit für den zugehôrigen Knoten. 
Da alternierende Brezelknoten mit gleichen Zahlentripeln Ui (unabhàngig 
von der Reihenfolge) isotop sind, ist die vollstàndige Klassifikation der 
Knoten mit > 1 auf die Frage zurückgeführt, welche dieser Knoten* 
amphicheiral sind. 

Ferner erleichtert sich die Berechnung des L-Polynoms für alter- 
nierende Brezelknoten, wenn man die Erzeugenden in der oben an- 
gegebenen Weise wâhlt {29). Hierbei sind zwei Fâlle wesentlich zu 
unterscheiden, je nachdem + % gerade (Fall 1) oder ungerade 

(Fall 2) ist. Wir beschrânken uns auf die Knoten mit \ . Alsdann 
ist im Fall 1 sowohl wie «g nngerade. Set zen wir 

«« = 2ai + l = /? = K + 1) («2 + "l)» 

so ist 

(2) L(x) ==-/}+ {2^+\)x-- fixK 

In Fall 2 sei etwa gerade gleich 2 ^^ und % ungerade. DasL-Polynom 
hat den Grad g ~ ^«2 + 1 > und es ist 

(3) — ^1 + + («1+1) ^ • 

Im Fall 2 ergeben sich also und ^2 uls Knoteninvarianten, im Fall 1 
dagegen nur /î, das auch aus der Torsionszahl zweiter Stufe bestimmt 
werden kann. 

Für den Viererknoten {a^ = 2, — \) ist die Kommutator- 

gruppe eine freie Gruppe mit zwei Erzeugenden ; infolgedessen lâBt sich 
das Wortproblem in der Gruppe des Viererknotens lôsen {29). Die Auto- 
morphismengruppe der Viererknotengruppe verdient besondere Beach- 
tung, weil der Viererknoten amphicheiral ist {16 \ 23). 

Noch ein weiteres Beispiel. Nehmen wir für unsêre speziellen Knoten 
an, daB sich infolge der Relationen 3, 3 (2) aile Si bis auf zwei, S und S', 
sukzessive eliminieren lassen, und daB somit nur eine Relation 

i?(S, S') = ESL-iS'-i mit L = i:(S, S') 

übrigbleibe. An Stelle von S' führen wir if = S' S" ^ ein und erhalten 
dann 

(4) R{S,K) ^ LSL-^S-^K-^ mit L = L{S,K) 


Ergebnisse der Mathematik. I. Reidemeister. 
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aïs neue definierende Relation. Wir wollen nun zeigen: Nimmt man 
noch die Relation ~ 1 hinzu, so entsteht ans SB eine Gruppe SB*, 
die zu einer Diedergruppe einstufig isomorph ist. Aus (4) folgt nâmlich 

(5) KSKS = LSL-iS 1-SL5L 15 1. S = LS^L K 

Ist also 52 = 1, so kônnen wir aile Elemente entweder in die Form 
oder in die Form SK^ bringen. Wenn wir nun L = oder L ~ 
setzen, so folgt 

(6) 52^+1 - 1 . 

Wir kônnen hierin 2r + i grôBer alsNull annehmen; 2r + 1 ist alsdann 
die Torsionszahl zweitcr Stufe dieser Knoten, wenn c grôBer als Null 
ist. Beispiele für solche Knoten liefern die in 1, 6 erklàrten Viergcflechte 
und die Brezelknotcn mit «3 = 1 , die sich ja nach 1, 6 in Viergeflechte 
deformieren lassen {30). 

Hat ein Knoten ï zwei Bestandteile f, und f2, so ist die Gruppe von 
t einstufig isomorph aus einem gewissen freien Produkt der Gruppen SB^ 
von îi (f ™ 1 , 2) mit einer vereinigten Untergruppe {33) ; die vereinigten 
Untergruppen sind dabei unendliche zyklische Gruppen, die von je einem 
der in 3, 3 (1) erklàrten Elemente Sd) bzw. aus Sj bzw. 3B2 er- 
zeugt werden. 

Um Verkettungen nâher zu untersuchen, betrachtet man zweckmâBig 
die Faktorgruppen hôherer Kommutatorgruppcn {1). So lâBt sich z. B. 
erkennen, daB Viergeflechtsverkettungen mit der Verschlingungszahl 
Null, für die dann auch die in 2, 1 erklârte Verkettungszahl Null ist, 
(Fig. 16) aus verketteten Kurven bestehen. 

§ 15. Eine spezielle Überlagerung. 

Aus jeder Permutationsgruppe welche zu der Gruppe SB eines 
Knotens isomorph ist, kann man nach 3, 10 einen zugehôrigen Über- 
lagerungsraum Y konstruieren, dessen Eigenschaften für den Knoten 
charakteristisch sind. Ein Beispiel einer solchen Überlagerung betrachten 
wir noch für die Knoten, deren Gruppe sich durch zwei Elemente K, S 
mit der definierenden Relation 3, 14 (4) erzeugen lâBt {30), 

Ist das durch 3, 14 (5) erklârte 2c + 1 ^ 1 , so môgen K und S bzw. 
die Permutationen 

7 T ,2C + I\p.2c\ /c + l,c + 2\ 

1 \lj\2c + 1.2 )\2C, Z j'"\c + 2. c + \l 

cntsprechen. n* und ti, erzeugen offenbar eine Diedergruppe ip. Man 
denke sich nun die den Erzeugenden 3, 3 (i) entsprechenden Permuta- 
tionen Jii (i := 2, n) berechnet und nach der Vorschrift von 3, 10 

eine Überlagerung Y konstruiert. Wir behaupten: In Y liegen c -f- 1 
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73] 15- Eine spezielle Überlagerung. 

Kurven über unserem Knoten ï. Ist nâmlich w ein Weg, der das 
entsprechende Flâchenstück Zj^ des Zylinders im AuBenraum A einmal 
durchsetzt, und A ein Punkt auf it), so gibt es in dem Uberlagerungs- 
raum 2^ + 1 Punkte über A und c + i verschie- 

dene geschlossene Kurven über to: Gehe ich nâmlich von yld) aus über ü) 
lângs des Weges so kehre ich nach einmaliger Überlagerung von tu 
nach A^^'^ zurück. Gehe ich von einem anderen Punkt A^''^ aus, so kehre 
ich erst nach zweimaliger Überlagerung von tu zum Ausgangspunkt 
zurück. Dabei sind aber die Kurven, die man von und A^^^ 

und usw. ausgehend beschreibt, dieselben. Wir wollen sie 

tu^^^, . . ., tu^^"^^^ nennen. 

Nun entstchen ^ 2 » • • - aus durch Transformation mit 
sie sind also analog gebaut, und man kann daher über jedem Weg tu, 
der irgendcin Zylinderstück Zi durchsetzt, gerade solche c A- ^ Über- 
lagerungskurven konstruieren. Jede der Transpositionen eincs Tii geht 
bei dieser Transformation aber aus einer ganz bestimmten Transposition 
von 71^ hervor, und wenn man daher tu lângs des ganzcn Knotens so 
entlang schicbt, daB er einen verknoteten Torus mit î als Seele be- 
schreibend in seine Ausgangslage zurückkehrt, so beschreiben auch die 
c A- ^ mitwandernden Überlagerungskurven c + 1 getrennte Tori, die 
sich schlieBen, wcnn tu seine Ausgangslage wieder erreicht. Die Kurve 
über ï, die der Weg tu^^^ einmal umschlieBt, wollen wir nennen. 

Die Wegegruppe Ç ’^on Y mit dem Auf punkt ist nach 3, 10 

zu einer bestimmten Untergruppe Ui von SS einstufig isomorph. Ui 
besteht dabei aus denjenigen Elementen von SB, welchen solche Per- 
mutationen aus ^ entsprcchen, die die Ziffer 1 in sich überführen. 
Das Einheitselement und (/ — 1 , 2, . . . , 2c) sind ein voiles Re- 
prâsentantensystem der Restklasscn nach Ui . Das in 3, 6 zitierte Ver- 
fahren zur Bestimmung von Untergruppen (27; 33) liefert daher als 
Erzeugende von Ui und damit von g- 

(1) Ui - U 2 C +1 - {i == 0 , 1, . . 2c) 

und als definierende Relationen 

(2) R {S, K) K R AU). - 0, 1 , . . 2 c) 

Hierin ist == 2c + 1 — i. 

g ist die Gruppe einer Verkeütmg von c + 1 Kurven. Um dies zu 
zeigen, führen wir an Stelle von (1) neue Erzeugende ein, und zwar 
solche, welche Kurven entsprcchen, die nur je eine der Überlagerungs- 
kurven des Knotens je einmal umschlingen. 

Die Erzeugende S hat bereits diese Eigenschaft. Statt der übrigen, 
behaupten wir, kônnen wir gewisse endlich viele Elemente 

(3) 


{i = 1, 2. . . .,r) 

5* 
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als Erzeugende einführen. Aile Elemente der Form (3) gehôren jeden- 
falls zu da die zugehorigen Permutationen wegen nf — i aile gleich 
der Identitât sind. 

Weiterhin aber folgt in 2B nach 3 , 14 ( 5 ) ans = 1 ja = 1 , 

KSKS = 1 und also au ch 

K'+^SK^+'K-KSK-* == i. (i = 1, 2, . . .. c - 1) 

Diese Ausdrücke lassen sich also als Produite von Transformierten von 
S® und von Transformierten der Relationen (2) schreiben. Die letzteren 
sind in der Knotengruppe gleich 1, und wenn wir sie fortlassen, so er- 
halten wir 

und durch endlich viele QiS^Q~^ ausgedrückt. 

Diese Gleichungen gelten natürlich auch wie aile Relationen von 358 
in g, und führen wir einerseits diese QiS^Qf^ und andererseits 

K-’‘S^K’‘ {k = \,2,...,c) 

als weitere Erzeugende ein, so lassen sich nacheinander aus KSKS, S 
und K~^S^K zunâchst KSK und dann if 'SÜL“^aus K^SK^K~^SK~^ 
und K^^S^K^ sodann K^SK^ und dann K~^SK~^ bestimmen usf., 
und so offenbar aus den neuen eben angegebenen Erzeugenden 
QiS^Ql\ K-^S^K^, S und aile Erzeugenden (1) darstellen; 

schlieBlich kann noch eliminiert werden. 

Nun lassen sich aber sogleich gewisse Relationen zwischen den neuen 
Erzeugenden angeben. Gehort zu der durch A"'* repràsentierten 
Restklasse nach so ist 

wo Q* zu ^ gehort. Ist nun 

ein Elément, für das Q.^ zur gleichen Restklasse gehort, so sieht man, 
dafi bei geeignetem Q* aus % 

ist. Aber es lâBt sich auch ferner einsehen, daB in % 

gilt, wo M zu ^ gehort, wenn zur Restklasse fjA® und zur Rest- 
klasse ^K"^ gehort, denn es ist 

KiS^K-^ = A«SA«.A-«S2A«.A-«S-iA-«. 

Nehmen wir nun also die c -f 1 Kurven über dem Knoten ï zum 
Überlagerungsraum hinzu, so müssen wir gewiB S = 1 und K' S^K~^=\ 
(t = i , 2, . . ., c) setzen, und aus den eben gemachten Feststellungen 
folgt dann tatsâchlich, daB die resultierende Gruppe die Identitât wird. 
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Vermutlich lassen sich also aile geschlossenen Kurven von Y so 
deformieren, daB sie ganz innerhalb einer bestimmten Zelle verlaufen. 
Es lassen sich insbesondere die Kurven über l und aile Kurven, die 
den Erzeugenden von ^ entsprechen, so deformieren, folglich ist die 
Gruppe 5 tatsâchlich die einer Verkettung. Lôscht man aile Kurven 
bis auf , so werden aile Erzeugenden bis auf S gleich 1 . Man darf 
also vermuten, daB unverknotet ist. 

Beispiele für Knoten mit Erzeugenden S, K und einer definierenden 
Relation 3, 14 (4) sind die in 1, 6 angegebenen Viergeflechte. Einer 
nâheren ertragreichen Untersuchung sind die alternierenden Vier- 
geflechte zugànglich. Hier ergibt sich, daB die Gruppen der Kurven 
freie Gruppen mit einer Erzeugenden sind (30); die Verschlingungs- 
Vil == vu je zweier orientierter ï^^sind gleich ±2 oder 0; Vi^ 
ist immer gleich i2. 

Aus der Matrix {vu) kann man neue Invarianten dieser Knoten ab- 
lesen. So z. B. die Reihe der Summen 

Cf 1 

2J|v,7| == 2 Vi, 

die angeben, daO mit Vi Kurven versclilungen ist. Genauer spiegeln 
sich die Verschlingungsbeziehungen in einem Graphen mit c + 1 
Punkten wieder, bei welchem je zwei pW immer und nur dann 
durch eine Strecke verbunden seien, wenn vu V-' 0 ist. 

Mit dem Invarianten Vi kann man zeigen, daB für die alternierenden 
Brezelknoten mit «^ = 2 «i + 1 , «g = 2 «2 + f > ^3 — f Überkreuzungen 
auf den Zweierzopfteilen und charakteristische Zahlen sind^. 
Daraus folgt, daB die Knoten 74 und 92 der Tabelle nicht isotop sind. 
Auch die Knoten 844 und Çg lassen sich in Viergeflechte deformieren 
(Fig. 1 5) und mit Hilfe der Vi als nichtisotop nachweisen. Die u» haben 
die folgenden Werte für 

74: 7, 5, 5. 4, 4, 3, 2, 2 

92: 7. 6. 5, 4, 4, 3. 2, i 

844: 15, 12, 10, 10, 9, 9. 8, 8, 8, 7, 7, 7, 6, 5, 4, 3 

9»: 15, 12, 10, 10, 9, 9, 9, 8, 8, 7, 7, 6, 6, 5, 5, 2. 

Übrigens lassen sich auch die Knoten 929 und 929 durch Kon- 
struktion einer geeigneten dreifachen Überlagerung als nichtisotop er- 
kennen. Die Vorzeichen der vu .sind ebenfalls charakteristisch, wenn 
man die Orientierung von î auf die Überlagerungskurven übertràgt. 
Es ergibt sich hieraus eine Méthode, spiegelbildliche alternierende Vier- 
geflechte, also Z. B. auch alternierende Torusknoten, als nichtisotop 
nachzuweisen. Für alternierende Torusknoten bilden die Kurven 
;elber eine Torusverkettung. 


* Bankwitz, C. : Nicht verôffentlicht. 
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Knotentabelle. 

Die Tabelle der folgenden Knotenprojektionen bis zu neun Überkreiizimgen wiirde der Arbeit von 
Alexander und Briggs (5) entnommen. Verbessert wiirden die Kurven und 97, bci denen die Au- 
zahl der Überkreuzungen nicht stimmte. 
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